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Streszczenie

Niniejsza rozprawa sktada si¢ z dwoch czesci. W obu badamy dyskretne topo-
logiczne uktady dynamiczne, korzystajac z rozwiniecia okresowego niezmiennikéw
topologicznych iteracji.

Czes¢ pierwsza dotyczy badania minimalnych zbioréw okreséw Lefschetza dla dy-
feomorfizméw Morse’a-Smale’a na rozmaitosciach zamknietych. Klasyczne wyniki w
tej dziedzinie opisuja charakteryzacje mozliwych zbioréw MPery(f) oraz wyliczenia
wartosci niezmiennika. Gtéwnym wynikiem tej czedci rozprawy jest wprowadzenie
nowej reprezentacji zbioru minimalnych okreséw Lefschetza za pomoca rozwinie-
cia okresowego ciggu liczb Lefschetza. Stosujac wprowadzone metody rozwiazujemy
czesciowo dwa problemy otwarte Llibre oraz Sirventa z 2013 roku oraz w pelni pro-
blem postawiony przez Iskre i Sirventa w 2012 roku. Przedstawiamy takze algorytm
obliczenia niezmiennika dla nieorientowalnych powierzchni zamknigtych genusu g.

W drugiej czesci rozwazamy funkcje gltadka f na jednospojnej rozmaitosci zwar-
tej bez brzegu lub z jednospdjnym brzegiem. Badamy minimalng liczbe punktow
r-okresowych w gladkiej C' homotopii funkcji f. Podany problem rozwigzuje nie-
zmiennik Dolda. Przedstawiamy uogoélnione metody kombinatoryczne pozwalajace
na obliczenie niezmiennika Dolda dla dowolnych r» w przypadku rozmaitosci jed-
nospojnych. Stosujac wyprowadzone metody, badamy minimalng liczbe punktéow
okresowych w gtadkiej klasie homotopii funkcji zdefiniowanych na 4-rozmaitos$ciach
z okre$lona (dodatnie lub ujemnie) forma przeciecia. Wprowadzamy metody kom-
binatoryczne obliczania wartosci niezmiennika Dolda dla rozmaitosci z brzegiem.
Wyznaczamy warunki, dla ktérych odwzorowania par kuli domknietej w siebie po-
siadaja jeden punkt r-okresowy w gtadkiej klasie homotopii. Wyznaczamy takze
warto$¢ niezmiennika w szczegdlnych przypadkach, np. dla punktow r-okresowych
dla r bedacych iloczynem réznych liczb pierwszych.

Stowa kluczowe: liczba Lefschetza, liczba Nielsena, liczba Dolda, indeks punk-
tu statego, stopien topologiczny, minimalny zbior okresow Lefschetza, zbior okreséw
algebraicznych, dyfeomorfizm Morse’a-Smale’a, rozwiniecie okresowe, 4-rozmaitosci
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Abstract

This dissertation consists of two parts. In both we study discrete topological
dynamical systems using the periodic expansion of the topological invariants of
iterations.

The first part concerns the study of minimal sets of Lefschetz periods for Morse-
Smale diffeomorphisms on closed manifolds. Classical results in this area describe
the characterization of possible sets of MPery(f) and provide the computation of
invariant values. The main result of this part of the thesis is a new representation
of the minimal set of Lefschetz periods by means of the periodic expansion of the
sequence of Lefschetz numbers. Using the introduced methods we partially solve two
open problems of Llibre and Sirvent from 2013 and fully solve the problem posed by
Iskra and Sirvent in 2012. We also present an algorithm for computing the invariant
for non-orientable closed surfaces of the genus g.

In the second part, we consider a smooth function f on a simply connected com-
pact manifold without boundary or with simply connected boundary. We study the
minimal number of r-periodic points in the smooth C* homotopy function f. The
stated problem is solved by Dold’s invariant. We present generalized combinatorial
methods which allow to compute Dold’s invariant for any r in the case of a simply
connected manifolds. Using the derived methods, we study the minimal number of
periodic points in a smooth homotopy class of functions defined on 4-manifolds with
a definite (positive or negative) intersection form. We introduce combinatorial me-
thods for computing the value of the Dold invariant for a manifold with boundary.
We determine conditions for which self-maps of pair of sets on spheres have a single
r-periodic point in a smooth homotopy class. We also determine the value of the
invariant in special cases, e.g. for r-periodic points for r being a product of different
prime numbers.

Keywords: Lefschetz number, Nielsen number, Dold number, fixed point index,
topological degree, minimal set of Lefschetz periods, set of algebraic periods, Morse-
Smale diffeomorphism, periodic expansion, 4-manifolds
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Wstep

Klasycznym zagadnieniem w teorii topologicznych uktadow dynamicznych jest
pytanie o minimalng liczbe punktow okresowych w klasie homotopii lub przynaj-
mniej o zbiér minimalnych okresow w klasie homotopii odwzorowania przeksztat-
cajacego zwartg rozmaitos¢ w siebie. Niniejsza praca porusza dwa zagadnienia.
Pierwsze dotyczy minimalizacji zbioru okresow w klasie homotopii dyfeomorfizméw
Morse’a-Smale’a, natomiast drugie zwiazane jest z kwestia minimalizacji liczby punk-
tow okresowych w gladkiej klasie homotopii. Powyzsze problemy taczy intensywne
wykorzystywanie pojecia rozwiniecia okresowego niezmiennikéw topologicznych ite-
racji funkcji. W dalszej czedci wstepu przedstawimy kazdy z tych obszaréw tema-
tycznych osobno, wyrdzniajac powigzania pomiedzy nimi.

Zacznijmy do opisu pierwszego obszaru. Homotopijny minimalny zbiér okresow

HPer(f) = () Per(g)

g~f

byl po raz pierwszy badany w pracy L. S. Efremovej [20] oraz w artykule L. Blocka,
J. Guckenheimera, M. Misiurewicza i L. S. Younga [7], ktérzy przedstawili pelna
charakteryzacje HPer(f) dla funkcji zdefiniowanych na S'. Wynik ten nastepnie
uogdlniony zostal dla wielowymiarowych toruséw (B. Jiang, J. Llibre [69]). P6z-
niejsze badania zostaly rozszerzone na inne przestrzenie, o ktoérych wspominamy
w Rozdziale 3. Oprécz roznych przestrzeni, rozwazano rowniez rozne klasy funkeji,
w szczegblnosei J. Llibre oraz W. Marzantowicz w [78] podali pelen opis homoto-
pijnego minimalnego zbioru okreséw dla funkcji holomorficznych zdefiniowanych na
zwartych powierzchniach Riemanna.

Od 2007 roku prezentowana tematyka jest intensywnie badana dla pewnej klasy
odwzorowan gtadkich, jaka sa dyfeomorfizmy Morse’a-Smale’a f: M — M, zdefinio-
wane na zwartej rozmaitosci M. Po raz pierwszy problem scharakteryzowania zbio-
ru okreséw Per(f) dla dyfeomorfizméw Morse’a-Smale’a zostal przedstawiony przez
J.L.G. Guirao, J. Llibre dla S* w [56]. Ci sami autorzy scharakteryzowali zbior
okresow Per(f) oraz MPer, (f) = N, Per(g), gdzie g przebiega po wszystkich
dyfeomorfizmach Morse’a-Smale’a, zdefiniowanych na torusie T? [55]. W obu pra-
cach korzystano m.in. z funkcji zeta Lefschetza (Definicja 3.7) i twierdzenia Franksa
(Twierdzenie 3.9).

Sa to jedyne prace, w ktorych poza opisem zbioréw okreséw i homotopijnych mi-
nimalnych zbioréw okreséw dyfeomorfizméw Morse’a-Smale’a, udowodniono réwniez
istnienie dyfeomorfizméw Morse’a-Smale’a odpowiadajacych wspomnianym zbiorom
(tzw. topologiczne realizacje zbioru). Nie sa znane topologiczne realizacje zbiorow
Per(f) i MPer,,,s(f) w innych przypadkach niz wspomniany powyzej T°.

Metody badan Guirao i Llibre daty poczatek nowemu niezmiennikowi, jakim jest



minimalny zbiér okreséw Lefschetza MPery (f), ktéremu zostal poswiecony Rozdziat
3. Przez ostatnie lata MPery(f) byt badany dla dyfeomorfizméw Morse’a-Smale’a
wielu przestrzeni, m.in. orientowalnych M, i nieorientowalnych N, zamkni¢tych po-
wierzchni bez brzegu, dysku z otworami, 7%, S' x --- x S’ i innych, o ktérych wiecej
informacji mozna znalez¢ w Podrozdziale 3.3.

Jednym z celéw rozprawy jest skonstruowanie nowej reprezentacji zbioru MPer (f),
ktora pozwoli na stosowanie nowych metod badania minimalnego zbioru okreséw
Lefschetza. Do tej pory definicja zbioru MPery(f) opierala si¢ na przedstawieniu
funkeji zeta Lefschetza Z;(t) w pewnej niejednoznacznej postaci

n(f)
Z(t) = T (L+ Agm)™, (1)

=1

gdzie A; € {—1,1}, r; sa dodatnimi liczbami catkowitymi, m; sa niezerowymi
liczbami catkowitymi oraz n(f) jest liczba naturalna zalezng od funkcji f. Wtedy
MPer(f) definiuje sie jako

MPery(f) == ({ri, - rn }s

biorac przeciecie po wszystkich mozliwych przedstawieniach Z¢(t) w postaci (1) (por.
Definicja 3.13). Z uwagi na taki sposéb przedstawienia niezmiennika, stosowane me-
tody badawcze ograniczaly si¢ do kombinatoryki funkcji zeta Lefschetza. Jednym
z probleméw byta niejednoznaczno$é wzoru (1) oraz brak przedstawionej metody
znajdowania wszystkich wspomnianych postaci funkeji Z;(t). Miedzy innymi z tego
powodu dotychczasowe obliczenia niezmiennika ograniczaty sie do nielicznych przy-
ktadow wykonywanych recznie, co mogto powodowaé btedy.

W pracy przedstawiamy rozwiniecie metod badania MPery(f) o nowa reprezen-
tacje zbioru, na podstawie jednoznacznego rozwiniecia okresowego ciggu liczb Le-
fschetza {L(f™)}22 ,, ktérego wspotezynniki b; mozna wyliczy¢. Dokladniej méwiac,
pokazemy, ze dla dyfeomorfizmu Morse’a-Smale’a zwartej rozmaitosci zamkniete;j
M, dla ktérego L(f") = 3, bireg;(n), minimalny zbiér okresow Lefschetza wyraza
sie za pomoca wzoru

MPery(f) = {i : b; # 0 oraz i jest liczba nieparzysta} = AP,(f) N (2N —1). (2)

Powyzsza reprezentacja (Twierdzenie 3.14) pozwala na zalgorytmizowanie i prze-
prowadzenie obliczen komputerowych w celu wyznaczania warto$ci niezmiennika.
Stosujac reprezentacje (2) przedstawimy cze$ciowe rozwiazanie problemu Llibre i
Sirvent’a, dotyczacego istnienia dyfeomorfizmu Morse’a-Smale’a f: N, — N, dla do-
wolnego skonczonego zbioru S mnieparzystych liczb naturalnych spekliajacego

MPer,(f) = S. W pracy prezentujemy algorytm obliczania minimalnego zbioru
okreséw Lefschetza dla rozmaitosci Ny, dzigki ktéremu wykonaliSmy obliczenia dla
genusu g = 1,...,54. Wskazemy réwniez pewne przeoczenie w Twierdzeniu 8 (J.

Llibre, V.F. Sirvent [82]) i uzupetlnimy o brakujacy element.

Drugi gtéwny temat pracy wigze sie z odpowiedzig na pytanie o najmniejsza
liczbe punktow okresowych w gtadkiej klasie homotopii na zwartych, jednosp6jnych
rozmaitosciach bez brzegu lub z jednospéjnym brzegiem. Wprowadzmy kontekst
historyczny rozpoczynajac od minimalizacji w klasie homotopii (piszac w ten sposéb
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bedziemy mie¢ na mysli ciaglta klase homotopii), a nastepnie przechodzac do gladkiej
klasy homotopii i badanych w rozprawie niezmiennikéw D!"[f]| oraz D,.(f; M,0M).

S. Lefschetz na poczatku stawnego cyklu swoich prac dotyczacych uktadéw dyna-
micznych [76] w 1923 roku dostrzegt wage problemu minimalizacji liczby punktéw
stalych w klasie homotopii. Liczba Lefschetza, cho¢ jest homotopijnym niezmien-
nikiem, to algebraicznie zlicza punkty stale z wielokrotnosciami (por. Twierdzenie
1.18). Dlatego, w celu dokladnego zbadania minimalnej ilosci punktéw stalych w
klasie homotopii, nalezato poszuka¢ innych, bardziej precyzyjnych metod.

Problem minimalizacji liczby punktow statych w klasie homotopii byt rowniez
przedmiotem badan Nielsena, ktéry w swojej pracy doktorskiej z 1924 roku [88], roz-
wazajac podniesienia funkcji f: T? — T2 do nakrycia uniwersalnego, podal sposéb
zliczania minimalnej ilo$ci punktow stalych w klasie homotopii. Wynik ten byt znany
juz wezesniej i dowiedziony przez Brouwera [8]. Jednak sposéb Nielsena byt znacznie
bardziej ogdlny, a metody przez niego stosowane stanowity podwaline zdefiniowania
liczby Nielsena N (f). Odpowiada ona na pytanie o minimalna liczbe punktéw sta-
tych w klasie homotopii dla rozmaitosci zwartych, spojnych i bez brzegu wymiaru
co najmniej 3 (zob. [94]) tj.

N(f) = min{# Fix(g) : g ~ f}.

Natomiast dla punktéw okresowych o ustalonym okresie r € N powyzszy problem
rozwigzuje liczba Nielsena rzedu r

NF,(f) = min{#Fix(¢") : g ~ [}, (3)

zdefiniowana przez B. Jianga w 1983 roku [70] jako dolne oszacowanie minimalne;
liczby punktéw okresowych w klasie homotopii. Dopiero w 2006 roku J. Jezierski
[63] udowodnit réwnosé (3).

Nasuwa sie pytanie, czy w klasie funkcji gladkich (klasy C') minimalna ilos¢
punktéw stalych lub okresowych ulegtaby zmianie? W pracy [68] B. Jiang wykazal,
ze w kontekscie punktow statych odpowiedz jest negatywna. Okazuje sie jednak, ze
dla punktéw okresowych o okresie r > 1, gtadko$¢ ma istotne znaczenie. G. Graff i
J. Jezierski w cyklu artykutéw [28, 29, 31, 30, 32] zdefiniowali niezmiennik Nielsena-
Jianga-Dolda NJD,(f) (dla rozmaitosci jednospdjnych oznaczany jako niezmiennik
Dolda D[f]) oraz pokazali, ze

NJD,(f) = min{# Fix(¢") : g ~ f},

gdzie X oznacza gtadka klase homotopii. Analogiczny problem rozwazany byt réw-
niez (w 2017 r. [33]) dla odwzorowan zachowujacych brzeg (f, f): (M,0M) —
(M,0M) zdefiniowanych na zwartej i jednosp6jnej rozmaitosci M wymiaru m > 4
z jednospéjnym brzegiem OM. W gladkiej klasie funkeji par (f, f): (M,0M) —

(M,0M) zachodzi
D, (f; MOM) = min{# Fix(¢") : (9,9) ~ (f. /)}.

Wobec tego kolejnym celem pracy jest rozszerzenie metod kombinatorycznych
obliczania dwéch niezmiennikéw D*[f] oraz D, (f; M,0M). W pierwszym punkcie
ponizej zajmiemy sie motywacja badan, trudnosciami i sposobami ich rozwigzania
dla niezmiennika D!"[f]. Z kolei w punkcie drugim przedstawimy te elementy dla
niezmiennika D, (f; M,0M).
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L. D(f)
Do tej pory, mimo zdefiniowania D!"[f] dla dowolnego r € N, metody kom-
binatoryczne pozwalajace na przeprowadzenie obliczen zostaty wyprowadzone
dla punktow okresowych o okresach r nieparzystych. Podobnie, réwniez jedyny
znany dotad algorytm obliczania D[f] pozwalajacy na obliczenia kompute-
rowe, dziata dla nieparzystych r.

Brak sformutowania metod kombinatorycznych znajdowania niezmiennika Do-
lda D[ f] wynika ze skomplikowania mozliwych postaci ciggdéw indekséw punk-
tow r-okresowych, a w szczegdlnosci pierwszych dwoch wspotezynnikéw ich
rozwiniecia okresowego (por. Twierdzenie 4.6).

W pracy podana zostanie czysto kombinatoryczna konstrukcja niezmiennika
Hy(B;l), gdzie B € N (rozszerzajaca znany do tej pory H(B;l)) oraz mi-
nimalnego rozktadu z dwéjka zbioru B (rozszerzajaca znany minimalny roz-
ktad zbioru B). Stosujac H(B;l) i Ho(B;l) opiszemy wartosci niezmiennika
D' f] mod reg, 5 (réwny D*[f] lub D*[f]+1). Wyznaczymy wzér na D]"[f]
mod reg; , w przypadku, gdy 7 jest iloczynem liczb pierwszych (co uogélnia Le-
mat 5.4 [32]) oraz opiszemy w jaki sposéb uzyskaé¢ wartos¢ D[ f] majac dane
D7 f] mod reg, , (co uogélnia Twierdzenie 5.5 [32]). Nastepnie zastosujemy
metody dla rozmaitosci 4-wymiarowych z okre§lona (dodatnie lub ujemnie)
forma przeciecia.

2. D.(f; M,0M)

Niezmiennik D, (f; M,0M) wyrazony jest przez dekompozycje ciagéw liczb
Lefschetza {L(f™)}o°,, {L(f™)}>, iteracji funkcji f* i fr = figar na mi-
nimalng liczbe odpowiednich kombinacji ciggdéw indekséw punktu stalego w
punktach statych iteracji (por. Definicja 5.3). Celem ostatniej czesci niniejsze;
rozprawy jest wyrazenie powyzszego niezmiennika w terminach czysto kombi-
natorycznych oraz obliczenie go w szczegélnych przypadkach. Wyprowadzimy
rowniez nieréwnosci szacujace wartos¢ niezmiennika w pewnych szczegélnych
przypadkach i zastanowimy sie, kiedy minimalna liczba punktow okresowych w
gtadkiej klasie homotopii moze zostaé zrealizowana przez funkcje posiadajaca
punkty okresowe lezace wyltacznie na brzegu rozmaitosci.

Do najwazniejszych wynikéw zawartych w pracy naleza:

e (Czesé pierwsza.
Utworzenie nowej reprezentacji zbioru MPery (f) za pomoca rozwiniecia okre-
sowego ciagu liczb Lefschetza. Czesciowe rozwigzanie Probleméw 3.16 i 3.23
oraz calkowite rozwigzanie Problemu 3.33. Wyprowadzenie algorytmu znajdo-
wania wszystkich mozliwych postaci MPer,;(f) dla dyfeomorfizméw Morse’a-
Smale’a zdefiniowanych na N,,.

e (Czes¢ druga.

Uogodlnienie metod kombinatorycznych obliczania niezmiennika Dolda D!"[f].
Zbadanie zbioréw algebraicznych okreséow AP.(f) funkcji zdefiniowanych na
4-wymiarowych rozmaito$ciach ze zdefiniowang forma przeciecia. Zastosowa-
nie wynikéw dotyczacych AP,(f) do wyznaczenia wartosci D;}[f] mod reg; , w
szczegolnych przypadkach. Wyznaczenie metod kombinatorycznych obliczania
niezmiennika Dolda dla funkeji par D,.(f; M,0M) (w szczegblnosci Twierdze-
nia 5.14, 5.16, 5.21).
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Rozprawa zostata podzielona na pie¢ rozdziatow. W pierwszym rozdziale Preli-
minaria znajdujg sie podstawowe definicje i twierdzenia, dotyczace indeksu punktu
statego oraz liczby Lefschetza iteracji funkcji.

W drugim rozdziale znajduje sie opis rozwiniecia okresowego wprowadzonego
przez P. Nowaka-Przygodzkiego i W. Marzantowicza w pracy [12]. Przedstawione
zostalo rozwiniecie ciggu indekséw punktu statego i po liczb Lefschetza w klasie
funkcji cigglych oraz ich szczegdlne wtasnosci dla dyfeomorfizméw i funkeji quasi-
unipotentnych. W tej czesci pokazane zostato réwniez powigzanie rozwiniecia okre-
sowego z funkcja zeta Lefschetza.

Wynikiem zawartym w rozdziale jest dowod Twierdzenia 2.5, ktéry zostat opraco-
wany wspolnie z promotorem.

W trzecim rozdziale wprowadzamy pojecie minimalnego zbioru okreséw Lefschet-
za MPer(f) dla dyfeomorfizméw Morse’a-Smale’a zamknigtej rozmaitosci w siebie.
Pokazujemy, ze MPery(f) jest niezmiennikiem homotopijnym. Wprowadzamy no-
wa reprezentacje minimalnego zbioru okreséw Lefschetza za pomocg nieparzystych
indekséw niezerowych wspoétczynnikéw rozwiniecia okresowego dyfeomorfizmu. Na-
stepnie przedstawiamy czesciowe rozwigzanie dwoch otwartych probleméw dotycza-
cych realizacji skonczonych podzbioréw liczb nieparzystych jako MPery (f) pewnych
dyfeomorfizméow Morse’a-Smale’a na nieorientowalnej i orientowalnej zamknietej po-
wierzchni bez brzegu. Prezentujemy pelne rozwigzanie podobnego problemu tj. re-
alizacji dowolnego skonczonego zbioru liczb nieparzystych S poprzez funkcje zeta
specjalnej postaci Z, ktorej odpowiadatby zbiér MPery(Z,) = S. Finalnie przed-
stawiamy algorytm pozwalajacy na przeprowadzenie obliczen komputerowych nie-
zmiennika MPery (f).

Wyniki wlasne zawarte z rozdziale:

e Lematy 3.12 (dowdd), 3.13, Twierdzenie 3.14 (wspdlnie ze wspdélautorami),
Przyktady 3.11, 3.15.

e Czesciowe rozwiazanie Problemu 3.16 (Twierdzenia 3.17, 3.18, Wniosek 3.20) i
Problemu 3.23 (Lematy 3.24, 3.25, 3.28, Twierdzenia 3.27, 3.30, Wniosek 3.31)
oraz kompletne rozwigzanie Problemu 3.33 (Lemat 3.34).

e Konstrukcja algorytmu pozwalajacego na przeprowadzenie obliczen kompute-
rowych MPery(f).

Rozdziat czwarty poswigcony jest badaniu minimalnej liczby punktéw r-okresowych

w gtadkiej klasie homotopii D!"[f] dla zwartych i jednospdjnych rozmaitosci bez
brzegu. Wprowadzamy nowa definicje liczby Hs(B;l) oraz minimalnego rozkladu
zbioru z dwdjka zbioru B. Powyzsza definicja pozwala na uogélnienie trzech twier-
dzen. Pierwsze twierdzenie przedstawia czysto kombinatoryczne opisanie
D[ f] mod reg; , réwniez dla parzystych r. Drugie twierdzenie przedstawia formute
na wartos¢ D"[f] mod reg, , w przypadku, gdy r jest iloczynem liczb pierwszych
i AP,.(f) = Div(r). Trzecie twierdzenie pozwala na wyznaczenie wartosci D[ f] za
pomoca D[ f] mod reg, ,. W dalszej czesci badamy zbiér okreséw algebraicznych
AP,(f) dla funkcji zdefiniowanych dla jednospdjnych 4-rozmaitosci z zdefiniowana
(dodatnio lub ujemnie) forma przecigcia oraz obliczamy D[ f| w szczegdlnych przy-
padkach. W ostatnim podrozdziale przedstawiamy pseudokod algorytmu, pozwalaja-
cego na obliczenia komputerowe D;"[f] mod reg,; , rowniez dla punktéw okresowych
o parzystym okresie.
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Wyniki wtasne sktadaja sie na opracowanie Podrozdziatu 4.3 oraz konstrukcji Al-
gorytmu 1. Wyniki zawarte w Podrozdziale 4.4 zostaly opracowane wspoélnie ze
wspoétautorami artykutu [60].

W ostatnim rozdziale pracy rozwijamy kombinatoryczne metody badania mini-
malnej liczby punktow r-okresowych w gtadkiej klasie homotopii D,.(f; M,0M) dla
funkcji par zwartych i jednospojnych rozmaitosci z brzegiem.

Wynikami wtasnymi sa Twierdzenie 5.11 i Twierdzenie 5.21 (na podstawie [35]).
Natomiast wyniki opracowane wspoélnie ze wspotautorami artykutu, to Twierdzenie
5.14 i Twierdzenie 5.16.

Moje badania byty wspierane w ramach grantu Narodowego Centrum Nauki Sheng 1
UMO-2018/30/Q/ST1/00228.
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Pierwsze i najwazniejsze podzickowania chcialtbym ztozy¢ mojemu promotorowi
prof. dr hab. Grzegorzowi Graffowi. Dziekuje za wprowadzenie mnie w zagadnienia
topologicznych uktadow dynamicznych oraz za ogromne wsparcie podczas pisania
tej rozprawy, a takze calego okresu studidow i naszej wspotpracy. Jestem wdziecz-
ny za wszystkie cenne wskazéwki, cierpliwos¢ oraz motywacje do rozwoju na polu
naukowym.

Dzigkuje rowniez moim rodzicom za umozliwienie mi wybrania takiej Sciezki i
bezwzgledng akceptacje moich decyzji. Bardzo dziekuje tez bratu za wspieranie mnie
w trudniejszych momentach.

Na koniec chciatbym podzigkowaé¢ mojej narzeczonej Natalii, przede wszystkim
za wsparcie i wyrozumiatos¢, ale réwniez za stuszne uwagi edytorskie podczas po-
wstawania tej pracy.
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Rozdziat 1

Preliminaria

Gléwnym obiektem badan prezentowanych w rozprawie sa topologiczne dyskretne
uktady dynamiczne. W tym rozdziale przedstawimy podstawowe definicje i twier-
dzenia, do ktorych bedziemy odwolywaé sie czesto w dalszych czedciach pracy. Opi-
szemy przestrzenie na ktérych bedziemy pracowaé¢ oraz wprowadzimy najwazniej-
sze niezmienniki topologiczne i ich wtasnosci. Rozpoczniemy od wprowadzenia listy

oznaczen.

1.1 Lista oznaczen

Nastepujace symbole beda czesto stosowane w niniejszej rozprawie:

#X

Drlf)

Dy (f; M, 0M)
deg(f)
deg(f,U)
Deg(f)
Fix(f)
GCD(a,b)
H(A;l)

Hy (A1)
H(A, B;a,b)
H;(X;R)

H'(X;R)

ind(f)
ind(f,U)
L(f)
LCM(Q)
MPGI‘L(f>
MPer,,s(f)

M,

g

Ny

moc zbioru X

niezmiennik Dolda odwzorowania f

niezmiennik Dolda odwzorowania par f

stopien topologiczny odwzorowania f

stopien topologiczny odwzorowania f na zbiorze U

stopien (najwyzsza potega) wielomianu f

zbiér punktéw statych odwzorowania f, Fix(f) = {z : f(z) = x}
najwiekszy wspoélny dzielnik a i b

moc minimalnego rozktadu zbioru A

moc minimalnego rozkladu z dwdjka zbioru A

moc minimalnego rozktadu pary zbioréw (A, B)

i-ta grupa homologii przestrzeni X o wspotczynnikach w pier-
Scieniu R, (w pracy R =Z lub R = Q)

-ty pierscien kohomologii przestrzeni X o wspoétczynnikach w
pierécieniu R, (w pracy R =Z lub R = Q)

indeks punktu stalego odwzorowania f

indeks punktu stalego odwzorowania f na zbiorze U

liczba Lefschetza odwzorowania f

najmniejsza wspolna wielokrotno$é zbioru @)

minimalny zbiér okreséw Lefschetza odwzorowania f
homotopijny minimalny zbiér okresow dyfeomorfizmu Morse’a-
Smale’a f

orientowalna powierzchnia zamknigta o genusie g
nieorientowalna powierzchnia zamknieta o genusie g
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N(f) liczba Nielsena odwzorowania f

NEFE.(f) liczba Nielsena rzedu r odwzorowania f
NJDI[f] liczba Nielsena-Jianga-Dolda odwzorowania f
N zbiér liczb naturalnych N = {1,2,3,...}
Np zbidr liczb naturalnych z zerem tj. Ng = {0} UN
OF (x) orbita dodatnia punktu
O¢(x) orbita catkowita punktu z
P(f zbiér wszystkich punktéw okresowych
Per(f) zbidr okresow funkcji f
HPer(f) minimalny zbiér okreséw funkcji f w klasie homotopii
(f, f) funkcja par
A zbioér postaci {LCM(Q) : Q C A}
tr(A) slad macierzy A
o(A) spektrum (in. widmo, zbiér wartos$ci wtasnych) macierzy A
X#Y suma spdjna przestrzeni X i Y
reg,(n) ciag przyjmujacy wartos¢ k na miejscach o indeksie podzielnym
przez k tj. (0,...,0,\/{;_/,0,...,0,\k/:_/,...)
k—te 2k—te
p(n) funkcja Mobiusa
©o(n) funkcja Eulera
f~g f jest homotopijne z g
fig f jest homotopijne z g w sposéb gtadki

1.2 Euklidesowe retrakty otoczeniowe

W tym rozdziale wprowadzimy definicje klasy przestrzeni tzw. euklidesowych retrak-
téw otoczeniowych (w skrocie bedziemy pisa¢ ENR), ktéra zawiera w sobie wszystkie
przestrzenie, rozpatrywane w niniejszej rozprawie, m.in. rozmaitosci z brzegiem i bez
brzegu (w szczegdlnosci gtadkie).

Definicja 1.1. Méwimy, ze X jest retraktem przestrzeni Y, jesli istniejq funkcje
ciggler: Y — X i s: X — Y takie, Ze rs = 1dx. Funkcje r nazywamy retrakcjq.
Zauwazmy, ze funkcja r musi byé surjekcjqg, a s musi byé réZnowartosciowa.

Definicja 1.2. Przestrzen X nazywamy euklidesowym retraktem otoczeniowym, jesli
jest retraktem otwartego podzbioru przestrzeni euklidesowej. O takich przestrzeniach
bedziemy mowili, Ze s¢ ENR’ami (ang. Euclidean Neighborhood Retract).

Ponizej przedstawimy lemat, dzieki ktéremu bedziemy mieli pewnosé¢, ze euklide-
sowe retrakty otoczeniowe, zawierajg wszystkie przestrzenie, ktore bedziemy badali
W niniejszej rozprawie.

Lemat 1.3 (Twierdzenie 2.2.13 [66]). Kazda rozmaito$é (w szczegolnosci rozmaitosé
gtadka) nalezy do klasy euklidesowych retraktow otoczeniowch.

1.3 Indeks punktu stalego

Jednym z podstawowych poje¢ w teorii punktow statych jest indeks punktu statego.
Rozpoczniemy od przedstawienia definicji stopnia topologicznego dla rozmaitosci, a
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nastepnie powiazemy ja z indeksem punktu statego (na podstawie pracy J. Jezier-
skiego i W. Marzantowicza [67]). Nastepnie zdefiniujemy indeks dla szerokiej klasy
przestrzeni tzw. euklidesowych retraktow otoczeniowych i podamy jego wtasnosci.

Definicja 1.4. Niech X bedzie zbiorem oraz f: X — X funkcjqg. Zlozenie

f"=fofo---of (n-krotne zlozenie funkcji)
—_—

n razy

nazywamy n-tg iteracjg funkcji f.

Orbitq (dodatniq) punktu x € X nazywamy zbior OF (x) = {f*(z) : n € No}. Jesli f
jest bijekcjq, to orbitg (petng) punktu x nazywamy zbior Of(z) = {f"(z) : n € Z}.

Definicja 1.5. Niech X bedzie zbiorem oraz f: X — X funkcjq.

Punkt © € X nazywamy punktem statym odwzorowania f, jesli f(x) = x. Zbior
wszystkich punktow statych odwzorowania f bedziemy oznaczaé jako Fix(f) = {z €
X f(x) =x}.

Punkt x € X nazywamy punktem okresowym o okresie n € Ny, jesli f"(z) = x.
Zbior punktéw okresowych oznaczamy jako P(f) ={x € X : Jpen, [™(x) = 2},

Okres n jest okresem minimalnym punktu okresowego x € X, jesli f"(x) = x oraz
f™(x) # x dla kazdej liczby naturalnej m < n. Zbior wszystkich okreséw minimal-
nych funkcji f oznaczamy jako Per(f) = {n € N: Jex f"(z) = 2 A Vpen [™(x) #

Przejdzmy teraz do zdefiniowania stopnia topologicznego. Zatézmy, ze U C R"
jest podzbiorem otwartym oraz f: U — R" jest odwzorowaniem takim, ze f~'({0})
jest zbiorem zwartym. Wybierzmy orientacje w przestrzeni R poprzez wziecie ge-
neratora zg € H,(R",R™\ {0};Z). Poniewaz zbiér f~1({0}) jest zbiorem zwar-
tym, moZemy zdefiniowaé orientacj@ wzdtuz tego zbioru i oznaczy¢ jako zy-1g) €
Ho(U, U\ f1({0}): Z) = H, (R, R"\ f1({0}; Z).

Zauwazmy, ze funkcja f indukuje homomorfizm n-tej homologii relatywnej w postaci

font Ho(U,U\ f71({0}); Z) — Hu(R",R™\ {0}); Z) =

W zwiazku z tym, dla dowolnego z € H,, (U, U\ f~!({0}); Z) homomorfizm przyjmuje
wartosé fi, (z) = dzy, gdzie d € Z.

Definicja 1.6. Niech U bedzie otwartym podzbiorem R™, f: U — R™ oraz f~1({0}).
Stopniem topologicznym nazywamy liczbe d € Z takq, ze [.(25-1(0)) = dzy. Oznacza-
my przez deg(f,U) lub deg(f), gdy rozwazany zbior jest oczywisty.

W dalszej czesci méwiac o stopniu topologicznym funkceji bedziemy uzywali sfor-
mutowania stopien, jesli nie bedzie to powodowaé niejasnosci.

Przyktad 1.7. Intuicyjnie, w R? stopien topologiczny zlicza ilo$é nawinied petli
wokét zer funkcji zgodnie z orientacjg. Niech f: R? — R? bedzie funkcjq ciggle oraz

~1({0}) = {p}, ktéra przeprowadza okrag wokél punktu p w petle, jak na Rysunku
1.7.
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Rysunek 1.1: Dziatanie funkcji f, dla ktérej deg(f) = 2

Poniewaz obraz okregu wokotl punktu p jest petlg dwukrotnie nawijajgcg sie wokot
0 z orientacjq przeciwng, to deg(f,p) = —2.

Definicja stopnia topologicznego bezposrednio przenosi si¢ na n-wymiarowe, zo-
rientowane rozmaito$ci zamkniete X, Y oraz funkcje ciggla f: X — Y, dla ktérej
F71({0}) jest zbiorem zwartym. Orientowalno$¢ implikuje, ze n-ta grupa homologii
jest izomorficzna z Z, wiec mozemy wyznaczy¢ orientacje wybierajgc generator n-tej
grupy homologii.

Definicja 1.8. Niech U bedzie otwartym podzbiorem R"™, f: U — R™ bedzie funk-
cjg ze zwartym zbiorem punktéw stalych Fix(f). Indeksem punktu stalego funkcji f
nazywamy liczbe

ind(f,U) := deg(id — f,U).

Dla zwartego zbioru K C R™ indeks punktu stalego zbioru K ind(f, K) definiujemy
jako indeks zbioru otwartego U takiego, ze K C U oraz Fix(fiy) = Fix(fix). W
przypadku, gdy zbior K jest jednoelementowy (K = {p}), to indeks punktu stalego
zbioru K oznaczamy jako ind(f, K) = ind(f, {p}) = ind(f, p).

Powyzej przedstawilismy konstrukecje stopnia topologicznego dla zorientowanych
jednospéjnych rozmaitosci zamknietych, totez definicje indeksu punktu stalego na-
turalnie mozna przenie$¢ na takie przestrzenie. Ponizej przedstawimy konstrukcje
indeksu punktu statego dla szerszej klasy przestrzeni pokrywajacej réwniez wspo-
mniane rozmaitosci.

Niech X bedzie euklidesowym retraktem otoczeniowym oraz U C X podzbiorem
otwartym. Z definicji ENR (Definicja 1.2), istnieje otoczenie V' € R™ zbioru X oraz
istnieja funkcje cigglte r: V. — X, s: X — V takie, ze rs = idy. Rozwazmy funkcje
sfrl,—1w) r~1(U) — V. W celu skrocenia zapisu bedziemy ja oznaczaé jako sfr|.

Lemat 1.9. Zbiory punktow statych Fix(sfr)) i Fix(f) s¢ homeomorficzne.

Dowdéd. Wezmy x € Fix(f). Poniewaz rs = idy, wiec rs(x) = x. Wtedy s fr|(s(z)) =
sf(z) = s(x), zatem s(x) jest punktem stalym odwzorowania sfr|. Z drugiej strony
wezmy x € Fix(sfr). Wowczas

x = sfr(z),
r(z) = rsfr(z) = fr(z),
co oznacza, ze r(x) jest punktem statym odwzorowania f. O

Mozemy teraz zdefiniowa¢ indeks punktu statego dla euklidesowych retraktow
otoczeniowych.
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Definicja 1.10. Niech X bedzie ENR’em oraz U C X bedzie otwartym podzbiorem.
Jesli zbior punktow statych funkcji f: U — X jest zbiorem zwartym, to indeks punktu
statego definiujemy jako

ind(f,U) = ind(sf7|,-1 g, U).

Jesli zbior A C X jest zwartym zbiorem punktéw stalych, izolowanym przez
otoczenie W C U, wtedy ind(f, A) rozumiemy jako ind(f, A) = ind(f, W).

W dalszej czedci przedstawimy najwazniejsze wlasnosci indeksu punktu statego.
Dowody podanych wlasnosci mozemy znalezé w ciagu Lematéw 2.2.16 - 2.2.21 [67].

1. (Umiejscowienie).
Niech U’ C U bedzie podzbiorem otwartym. Jesli Fix(f) C U’, wtedy

ind(f,U) = ind(f,U").

2. (Normalizacja).
Niech p: U — R" bedzie funkcja stata p(z) = zo. Wtedy

. - )1 jesh z €U,
ind(p) = Ty (zo) = { 0 jesli zo¢ U.

3. (Addytywnosc).
Niech U, Us; C U beda otwartymi podzbiorami takimi, ze zbiory punktéw sta-
tych Fix(fiv, ), Fix(fi, ) sa zbiorami zwartymi oraz przekr6j UyNU>NFix(f) = 0.
Wtedy
ind(f,U; UUy) = ind(f,Uy) + ind(f, Us).

4. (Homotopijna niezmienniczosé).
Niech W C R™ x [0, 1] bedzie otwartym podzbiorem. Wezmy funkcje ciagla
F: W — R", dla ktérej zbior Fix F' = {(x,t) € W : F(x,t) = x} jest zbiorem
zwartym. Wtedy
1nd(f0) = il’ld(fl),

gdzie fo(z) = F(z,0), fi(z) = F(z,1).

5. (Multiplikatywnos¢).
Niech f: U — R, f': U — R™ posiadaja zwarty zbiér punktow statych.
Zdefiniujmy f x f': U x U’ — R™ x R™, wtedy zachodzi réwnosé

ind(f x f) = ind(f)ind(f").

6. (Przemiennoscé).
Niech U € R™, U’ € R™ bedg zbiorami otwartymi. Wezmy funkcje f: U — R™
ig: U — R". Wtedy zlozenia

gf: f7HU) = R, fg:97'(U) = R™

maja homeomorficzne zbiory punktéw statych. Co wiecej, jesli Fix(gf) i Fix(fg)
sg zbiorami zwartymi, to

ind(fg) = ind(gf).
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Twierdzenie 1.11 (Twierdzenie 2.2.22 [67]). Niech X bedzie ENR’em oraz U C X
podzbiorem otwartym. Istnieje doktadnie jedna funkcja przyporzqdkowujgca kazde-
mu odwzorowaniu f: U — X ze zwartym zbiorem punktéow stalych Fix(f), liczbe
catkowitq spetniajgca wiasnosci 1 — 6.

1.4 Liczba Lefschetza

Niech A = [a;j]axa bedzie macierzg zespolona stopnia d, sladem macierzy A na-
zywamy sume elementéw znajdujacych sie na jej gtéwnej przekatnej i oznaczamy
jako

d
tr(A) = Z Q5.
i=1

Dla kazdej macierzy zespolonej A istnieje rozktad Jordana, tj. przedstawienie A
w postaci iloczynu trzech macierzy

A=PJP'e J=P AP,

gdzie P jest macierza nieosobliwg sktadajaca sie z wektorow wtasnych macierzy A,
a J jest macierzg w postaci Jordana tj.

A1 0 0 0 07
0 X 1 0 0 0
0 0 X 1 0 0
J=10 0 0 XN\ 0 0
0 0 0 0 ... Aq 1

L0 0 0 0 ... 0 Ag

gdzie \; to wartosci wtasne macierzy A. Zauwazmy, ze

tr(A) = tr(PJP ) =tr(PP'J) = tr(J) = Ed: A (1.1)

tr(A") = tr(J") = i)\?. (1.2)

Przypomnijmy, ze homologie ze wspotczynnikami w pierscieniu R posiadaja
strukture R-modutu. Jesli R jest cialem, to R-modut jest przestrzenia liniowa nad
cialem R. Oznacza to, ze Hp(X;Q) jest przestrzenia liniowa, a homomorfizmy
foo: He(X;Q) — Hp(X;Q) oraz f.: Ho(X;Q) — H.(X;Q) sa odwzorowaniami
liniowymi.

Definicja 1.12. Niech X bedzie zwartym wieloscianem oraz f: X — X funkcjq
ciggtq. Liczbe Lefschetza funkcji f definiujemy jako

L(f) = > (=1t (fu: Hi(X;Q) — Hi(X;Q)).
k>0
Analogicznie dla n-tej iteracyi funkcji f otrzymujemy

L(f") = Y (=DFtr (2 H(X;Q) = Hy(X;Q)) .

k=0
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Uwaga 1.13. Ze wzoréw (1.1) oraz (1.2) mozemy wywnioskowadé, ze $lady homomor-
fizmow indukowanych mozemy zapisaé jako

tr(fi,) = Z i,

d
=1

tr(f) =DA%,

gdzie d jest stopniem macierzy homomorfizmu f, oraz \; sg warto$ciami wtasnymi
liczonymi z wielokrotnosciami.

Uwaga 1.14. W Definicji 1.12 mozemy zastapi¢ homomorfizmy homologii przez ho-
momorfizmy kohomologii. Wynika to z faktu, ze H*(X; Q) ~ Hom(H(X;Q), Q) dla
kazdego 0 < k < dim X, a wiec f**: H*(X;Q) — H*(X;Q) jest homomorfizmem
dualnym do homomorfizmu f,,. Stad f** zadany jest przez macierz transponowang
f«, 1 zachodzi trf,, = trf** dla kazdego 0 < k < dim X.

Uwaga 1.15. Zauwazmy, ze fI' = (f"). = (f.)" oraz (f")* = (f*)™

Twierdzenie 1.16 (Lefschetz, [18]). Niech X bedzie zwartym i skonczonym wielo-
Scianem oraz f: X — X funkcjq cigglq. Jesli L(f) # 0, to funkcja f posiada punkt
staly.

Uwaga 1.17. Latwo zauwazy¢, ze jesli L(f™) # 0, to z Twierdzenia 1.16, f posiada
punkt okresowy o okresie n. Nie oznacza to jednak, ze n jest okresem minimalnym
tego punktu. Jest to wazna uwaga w kontekscie kolejnych rozdziatéw, w ktoérych
bedziemy poszukiwa¢ metody na pozyskanie zbioru minimalnych okresow funkcji
oraz minimalnej liczby punktéow okresowych o zadanym okresie.

Twierdzenie 1.18 (Lefschetz-Hopf, [67]). Niech X bedzie zwartym i skoriczonym
wieloscianem oraz f : X — X bedzie funkcjq ciggle, wtedy

L(f") =ind(f", X)= > ind(f" ),

z€eFix(fm)

dla kazdego n € N.
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Rozdziat 2

Rozwiniecie okresowe

W tym rozdziale zdefiniujemy wazna, z punktu widzenia tej pracy, definicje rozwinie-
cia okresowego funkcji arytmetycznej oraz zbioru okresow algebraicznych. Rozwinie-
cie okresowe bedziemy stosowa¢ w odniesieniu do ciagu liczb Lefschetza w Rozdziale
3, dotyczacym minimalnych zbioréw okreséw Lefschetza oraz w odniesieniu do ciagu
indekséw punktu statego iteracji w Rozdziatach 4 i 5 dotyczacych minimalizacji licz-
by punktéw okresowych w gladkiej klasie homotopii. W tej czesci opiszemy réwniez
kongruencje Dolda oraz ich zwiazek z rozwinigeciem okresowym.

2.1 Rozwiniecie okresowe liczb Lefschetza

Definicja 2.1. Cigg liczb calkowitych {a,}%, nazywamy ciggiem Dolda, jesli za-
chodzq nastepujgce kongruencje (tzw. kongruencje Dolda lub relacje Dolda):

> uk)an =0 (mod n) dla kazdego n > 1, (2.1)

k|n
gdzie : N — Z jest funkcjg Méobiusa, zadang wzorem

1 jeslin =1,
pu(n) =< (=1)*  jeslin = pips---pp dla réinych liczb pierwszych p;, (2.2)

0 w przeciwnym przypadku.

Twierdzenie 2.2 ([14, 86]). Niech f: U — X, gdzie U C X jest otwartym podzbio-
rem ENR’a. Zaléimy, ze Uy = U, U,y = f~1(U,) oraz P(f) jest zbiorem zwartym,
wtedy cigg indeksow punktu statego iteracji {ind(f", U,)}22,, w szczegdlnosci cigg
liczb Lefschetza iteracji {L(f™)}22,, jest ciggiem Dolda.

Ciagi Dolda petnia wazna role, nie tylko z punktu widzenia uktadéw dynamicz-
nych, ale réwniez z punktu widzenia teorii liczb (por. [3, 40, 27]). Okazuje sie, ze
istnieje wygodny sposdb zapisywania ciggéw Dolda za pomoca tak zwanego roz-
winigcia okresowego, tzn. zapisujac ciag za pomoca kombinacji pewnych bazowych
ciagbéw okresowych zwanych regami, ktore zdefiniujemy ponizej.

Definicja 2.3. Niech k bedzie wybrang liczbg naturalng. Definiujemy funkcje aryt-

metyczng reg,; jako
(n) k  jesli k| n,
reg,(n) =
B 0 jesli ktn.
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Zatem reg,, jest ciggiem okresowym postaci (0,...,0,k,0,...,0,k,...), gdzie nieze-
rowe elementy znajdujg sie na miejscach, ktorych indeksy podzielne sq przez k.

Definicja 2.4. Rozwinieciem okresowym dowolnej funkcji arytmetycznej u(n) na-
zywamy przedstawienie jej jako kombinacji ciggow bazowych reg, tj.

u(n) = i brreg(n).

Zbior AP(f) = {1 : b; # 0} nazywamy zbiorem okresow algebraicznych. Oznaczamy

AP.(f) ={i:b; # 0} N Div(r).

Przyktad 2.5. Funkcje arytmetyczng f(n) = (—=1)" mozZemy zapisaé jako f(n) =
reg,(n) — regy(n), a jej zbior okreséw algebraicznych jest réwny AP(f) = {1,2}.

Przyktadowe funkcje arytmetyczne, ktorych rozwiniecia okresowe pojawia sie
w tej pracy, to ciag iteracji liczb Lefschetza {L(f")}°,, ciag indekséw punktu
statego p iteracji {ind(f", p)}>2, oraz ciag $ladéw homomorfizméw indukowanych
{tr(f) s

Przez ostatnie 30 lat, zbiér okreséw algebraicznych AP,(f) byt rozpatrywany
w wielu kontekstach. Wspoétezynniki zawierajg wartosciowa informacje o strukturze
punktéw okresowych. Zbiér ten byt rozwazany w szczegdlnosei dla:

e odwzorowan transwersalnych zwartej rozmaitosci, ktérych homologie sa rowne
odpowiednio H;(M;Q) = Qdlai € IU{0} oraz H;(M;Q) = {0} w pozostalych
przypadkach, gdzie I C N jest zbiorem o mocy 1, 2 lub 3 [79],

e odwzorowan transwersalnych zwartej rozmaitosci, ktérych homologie sg rowne

Ho(M;Q) = Q, Hi(M;Q) =Q& Q, Hi(M;Q) = {0}, dla k # 0,1 [53],

e odwzorowan transwersalnych pewnych przyktadow prostych wymiernych prze-
strzeni Hopfa [59] (ang. simple rational Hopf spaces) oraz funkcji klasy C! wy-
miernych zewnetrznych przestrzeni Hopfa i prostych wymiernych przestrzeni
Hopfa (ang. rational exterior spaces and simple rational Hopf spaces) [25, 24]
(wiecej réwniez w [23]),

e odwzorowan holomorficznych pewnych zespolonych rozmaitosci [87].

Twierdzenie 2.6 (Propozycja 2.7 w [86]). Niech u bedzie funkcjq arytmetyczng.
Istnieje doktadnie jedno rozwiniecie okresowe postaci

u(n) = byregy(n). (2.3)
k=1
Wspélczynniki rozwiniecia by sq liczbami wymiernymsi danymi wzorem

b, = i%u (Z) u(k), (2.4)

gdzie p oznacza klasyczng funkcje Mobiusa. Co wiecej, cigg wartosci funkcyi aryt-
metycznej {u, }5°, jest caltkowitoliczbowy i spelnia kongruencje Dolda wtedy i tylko
wtedy, gdy wspotczynniki rozwiniecia okresowego by, € Z dla kazdego k € N.
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W szczegdlnoéci Twierdzenie 2.6 zachodzi dla ciggu indekséw punktu statego
iteracji {ind(f",U)}2, oraz ciagu liczb Lefschetza iteracji {L(f™)}52,.

Twierdzenie 2.7 (Twierdzenie 2 w [16]). Niech {an}n @ {bn} beda ciggami liczb
zespolonych. Cigg {an}n jest ciggiem Dolda, ktérego wspdlczynniki rozwiniecia okre-
sowego tworzq ciqg {b, }n wtedy i tylko wtedy, gdy

exp (- ganlﬁ _ E (1= 2P, (2.5)

2.2 Rozwiniecia okresowe indekséw iteracji w punk-
tach okresowych dyfeomorfizmoéow

Dla uproszczenia notacji, oznaczmy pochodna funkcji f w punkcie xy € Fix(f) jako
D = Df(xg) oraz przez o(D) oznaczmy spektrum pochodnej. Przez o, oznaczamy
liczbe rzeczywistych wartosci wtasnych D wiekszych od 1 oraz przez o_ liczbe rze-
czywistych wartosci wtasnych mniejszych niz 1, przy czym wartosci wlasne liczymy
z wielokrotno$ciami.

Definicja 2.8. Niech f: M — M bedzie C' dyfeomorfizmem rozmaitosci M oraz
x bedzie punktem okresowym o okresie n. Punkt x nazywamy hiperbolicznym, jesli
wszystkie wartosci wlasne pochodnej D f(x) funkcji f w punkcie x sq¢ co do modutu
rozne od 1.

Bedziemy rozwazaé funkcje hiperboliczne (takie, ktorych wszystkie punkty okre-
sowe sa hiperboliczne). Przy powyzszych zatozeniach wiadomo z [12], ze dla punktu
stalego o zachodzi:

—1)7+ jesli  n jest nieparzyste,

—1)7+t7= jeSli n jest parzyste. (2.6)

ind(f", xg) = sgndet(ld — D") = { E
W zalezno$ci od parzystosci liczb o, 0_ oraz n, otrzymujemy cztery mozliwe
wartosci indeksu:

reg, (n()7)
: n ) —reg;(n),
AL 0] = rog, (n) — regy(m). 27
—reg;(n) + regy(n).
Rozwazmy punkt 7 2z okresem minimalnym k& oraz jego orbite
O (z0) = {xo, f(0), ..., fFxo)}. Z (2.7) otrzymujemy cztery mozliwosci postaci
indeksow orbit:

regy(n),

0150 =4 3 g, 29

—reg(n) + regy(n).
Istnieje wzajemna odpowiednio$é pomiedzy ciagami zawartymi w (2.8) oraz po-

staciami funkcji zeta Z,,(t) = exp(3;2, ®t") (por. Definicja 3.7), mianowicie za-
chodza ponizsze relacje.
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Twierdzenie 2.9. Niech {a,}°, bedzie ciggiem

1
(A) dla Ay = lregk(n), Zan (t) = m
(B) dla a, = (regy(n) — regyy(n)), Zo,(t) = (1+15).

Dowdéd. Rozwazmy kazdy z przypadkow osobno.

(A) Niech a, = lreg,(n), z Twierdzenia 2.7 otrzymujemy nastepujaca relacje po-
miedzy ciagam a, i by,:

wn-en(§ 20 ) e
n=1 n=1 n=1

\ 3

gdzie b, = Z (s

s|n
oraz 0 w przeciwnym wypadku, co implikuje oczekiwang forme funkcji zeta

. Z definicji (regy,), mamy, ze b, jest rowne 1 dlan =k

(B) Niech a,, = I(reg,(n) — regy,(n)). Korzystajac z rezultatow z punktu (A),
otrzymujemy
regy,(n ) > ( fegzk ) (1)
Z, (t) = l l = " 7 =
W) = exp(nZl n Z (1= th)!
= (1+1F).

]

2.3 Rozwiniecie okresowe liczb Lefschetza funkcji
quasi-unipotentnych

Informacje zawarte w tym podrozdziale beda szczegdlnie wazne w Rozdziale 3, z
uwagi na fakt, ze rozwazane tam dyfeomorfizmy Morse’a-Smale’a naleza do klasy
funkcji quasi-unipotentnych, co wynika z Twierdzenia 3.6.

Dla rozwazanej klasy funkcji quasi-unipotentnych rozwiniecie okresowe liczb Le-
fschetza mozna wyrazi¢ bezposrednio za pomoca wzoru, ktéry wyprowadzimy poni-
zej.

Definicja 2.10. Dla dowolnej liczby naturalnej d, d-ty wielomian cyklotomiczny
wq(2) definiujemy za pomocg wzoru

wa(z) = [] (z—e), (2.9)

eeUy
gdzie Uy oznacza zbior pierwiastkow pierwotnych z jedynki stopnia d.

Zauwazmy, ze wielomian wgy(z) jest nierozkladalnym wielomianem stopnia ¢(d)
o wspélezynnikach catkowitych, gdzie ¢ jest funkcja Eulera, co oznacza, ze ¢(d)
jest rowna iloéci liczb naturalnych wzglednie pierwszych z d. Na przyklad ws(z) =
=1+ 2+ 2% Deg(ws) = 2 = ¢(3), gdzie Deg(ws) oznacza stopien wielomianu

lz
ws.
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Definicja 2.11. Funkcje liniowq nazywamy quasi-unipotentng, gdy jej wartosci wia-
sne sq pierwiastkami pierwotnymi z jedynki. W niniejszej rozprawie funkcje cigglq
f: M — M bedziemy nazywali quasi-unipotentq, jesli jej homomorfizm indukowany
f« jest quasi-unipotentny.

Naszym celem jest wyznaczenie wspotczynnikow by, rozwiniecia okresowego liczb
Lefschetza dla iteracji funkcji quasi-unipotentnych.

Niech g1, ..., €,(4) beda wszystkimi pierwiastkami pierwotnymi z jednosci stopnia
d. Dla danego d definiujemy

Li(n) =&l + ...+ €l (2.10)

Wielomian cyklotomiczny Hfz(cll)(z — &;) posiada catkowitoliczbowe wspdtczynni-
ki, wiec Lq(n) mozna zapisaé¢ jako Slad tr(A") pewnej macierzy catkowitoliczbowe;
A, ktérej wielomian charakterystyczny jest wielomianem cyklotomicznym. Z dru-
giej strony tr(A") dla macierzy catkowitoliczbowej A zawsze spetnia relacje Dolda
(Twierdzenie 3.1.4 w [67]). W konsekwencji, z Twierdzenia 2.6 Ly(n) posiada jedno-
znaczng reprezentacje za pomoca calkowitoliczbowej kombinacji ciggdéw bazowych
regy,.

Rozwazmy funkcje quasi-unipotenta f zwartej rozmaitosci M wymiaru m w sie-
bie. Niech e;(\) beda algebraicznymi wielokrotnosciami wartosci wtasnej A homo-
morfizmu f,;. Definiujemy

e(N) = Z;)(—l)’ei()\).

Warto$¢é wlasna A # 0 nazywamy istotng jesli e(A) # 0. W oczywisty spo-
sob jedynie istotne wartosci wtasne maja wktad w wartosci ciggu liczb Lefschetza
{L(f") 3z

Oznaczmy przez o.s(f) zbior istotnych wartosci wtasnych funkeji f. Definiujemy

e(d)= > eN).

)\EUdﬂogs(f)

Zauwazmy, ze istotne pierwiastki pierwotne z jedynki grupuja sie po ¢(d) ele-

mentéw, wnoszac wklad ;((‘C?) Ly(n) do L(f™). W rezultacie otrzymujemy

e(d)
L(f") =
2 o(a)
W konsekwencji, aby znalez¢ rozwiniecie okresowe { L(f™)}>°,, wystarczy znalezé
rozwiniecie okresowe kazdego z {L4(n)}52.
Przedstawmy {L4(n)}22, jako catkowitoliczbowa kombinacje ciagéw bazowych

reg;:

La(n). (2.11)

Ly(n) = kf: bireg, (n), (2.12)

gdzie b¢ sa liczbami catkowitymi, d € N jest ustalone.

Ponizsze twierdzenie pozwala na znalezienie wartosci wspolezynnikéw b¢, wiec
rowniez na znalezienie rozwinigcia okresowego ciagu { Lg(n)}o2 ;. Dowdd elementarny
zostal przedstawiony w [38], ponizej przestawiony zostanie duzo prostszy i krotszy
dowdd bazujacy na Twierdzeniu 2.7.
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Twierdzenie 2.12. Wspétczynniki b} rozwiniecia okresowego ciggu liczb Lefschetza
{L4(n)}22, sq réowne:

o _ [ (@) gesti k|d,
b _{ 0 jesli kid. (2.13)

Dowéd. Niech a,, = 7, m;\!', gdzie m; sa liczbami catkowitymi oraz A; naleza do
liczb zespolonych, wtedy (por. [67] (3.1.26)):

r

Zo (2) = JT(1 = \iz) ™.

i=1

Z drugiej strony w naszym przypadku X\; € U(d), gdzie U(d) oznacza zbiér
wszystkich mozliwych pierwiastkéw pierwotnych z jednosci stopnia d oraz r = p(d).
Poniewaz ¢(d) jest zawsze parzyste dla d > 1, U(d) jest zamkniete ze wzgledu na
dziatanie odwrotnosci oraz w naszym przypadku m; = 1, to otrzymujemy:

—~

v(d) v(d) 1 w(d)

Zrymy(2) = H (Niz — 1)_1 = H (z — X)_l = (z — /\i)_1 = wd(z)_l.

=1 i=1

@

<.
Il

R

Z drugiej strony, zachodzi nastepujacy, dobrze znany fakt (por. Podrozdziat 13.6,
¢w.7 [19]):
wa(z)™t =TI = 2. (2.14)
k|d

Stosujac wzor (2.5) dla a,, = Ly(n) otrzymujemy, ze
Zpam) (2 H 1— )%, (2.15)

Poréwnujac wzory (2.14) oraz (2.15) otrzymujemy rownosé (2.13). O

Wyprowadzilismy wzor, dzigki ktéremu mozemy bezposrednio znalez¢ rozwinie-
cie ciagu liczb Lefschetza ze wzoru (2.11). Pozostalo pokazaé, ze w przypadku funkcji
quasi-unipotentnych rozwiniecie jest skonczone, wiec mozna je wyznaczy¢ w skon-
czonej liczbie krokow.

Lemat 2.13. Niech M bedzie zwartg rozmaitoscig oraz f: M — M bedzie funkcjg
quasi-unipotentng, wtedy ciqgq liczb Lefschetza jest okresowy.

Dowdd. Niech o(f) bedzie zbiorem wartosci wlasnych funkeji f oraz D = {d € N :
A =1 A Vocpneq A" # 1} bedzie zbiorem stopni pierwiastkéw z jedynki zawartych
w o(f). Oznaczmy s = LCM(D). Zauwazmy, ze dla kazdego A € o(f) mamy \° =

wige z Uwagi 1.13 mamy L(f*™) = L(f*) dla kazdego k € N. O

Whniosek 2.14. Przy zalozeniach Lematu 3.9 rozwiniecie okresowe ciggu liczb Le-
fschetza jest skoticzone tj. istnieje N € N takie, ze L(f") = SN | bireg;(n).
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Rozdziat 3

Minimalny zbiér okreséw
Lefschetza

Rozwazmy dyskretny topologiczny uktad dynamiczny (X, f) wraz z klasa homo-
topii funkcji f. Naturalnym pytaniem jest, bedzie jest minimalny zbiér okresow
HPer(f) = Ny~ Per(g) w klasie homotopii funkcji f. Zbiér HPer(f) jest niezmien-
nikiem homotopijnym, wiec nie zmienia si¢ pod wptywem matych zaburzen funk-
cji f. Stad mozemy powiedzie¢, ze minimalny zbiér okreséw w klasie homotopii
daje nam informacje o sztywnej (niezmiennej) czesci dynamiki funkeji f. Oczywi-
Scie zachodzi HPer(f) C Per(f). W ogdlnosci HPer(f) jest wltasciwym podzbiorem
Per(f). Na przyktad dla f: S — S zadanej poprzez sprzezenie f(z) = z, mamy
Per(f) ={1,2}, ale HPer(f) = {1}.

Zbiér HPer(f) byl po raz pierwszy badany w pracach L. S. Efremovej [20] oraz
w artykule L. Blocka, J. Guckenheimera, M. Misiurewicza, L. S. Younga [7], kté-
rzy przedstawili pelng charakteryzacje HPer(f) dla funkcji zdefiniowanych na S*.
Wynik ten nastepnie uogdlniony zostat dla wielowymiarowych torusow (B. Jiang, J.
Llibre [69]). Kolejne przypadki homotopijnych minimalnych zbior6w okreséw byty
rozpatrywane w klasie funkeji ciaglych dla: nilrozmaitosci [66, 74], specjalnych klas
solv-rozmaitosci z Sol® [64, 75] oraz Sol} geometrig [71]. Ten sam problem byt rozwa-
zany dla rzeczywistych przestrzeni rzutowych [62] oraz butelki Kleina [65, 72, 73, 77].
W odréznieniu od rozwazania zbioru HPer(f) dla specjalnych klas rozmaitosci, w
[78] J. Llibre oraz W. Marzantowicz podali peten opis homotopijnego minimalnego
zbioru okreséw dla funkcji holomorficznych zdefiniowanych na zwartych powierzch-
niach Riemanna.

Od 2007 roku prezentowany problem jest intensywnie badany dla pewnej klasy
odwzorowan gtadkich, jaka sa dyfeomorfizmy Morse’a-Smale’a f: M — M, zdefi-
niowane na zwartej rozmaitosci M.

3.1 Dyfeomorfizmy Morse’a-Smale’a

Przez Diff (M) bedziemy oznaczali przestrzenn C* dyfeomorfizméw zwartej rozmaito-
sci M w siebie z metryka Riemanna

d(f,g) = Sup |f(z) — g(z)| + sup |Df(z) — Dg(z)].

Méwimy, ze dyfeomorfizm f € Diff (M) jest strukturalnie stabilny, jesli istnieje oto-
czenie f € U C Diff(M) takie, ze dla kazdego g € U funkcje f i g sa topologicznie
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sprzezone.

Dyfeomorfizmy Morse’a-Smale’a sa wazng klasg dyfeomorfizmow strukturalnie
stabilnych [89]. Oznacza to, ze relatywnie prosta struktura orbit, ktéra posiadaja
(skoniczenie wiele punktéw okresowych, wszystkich hiperbolicznych i zadnych innych
punktéw powracajacych) jest zachowywana pod wptywem matych C! zaburzer.

Definicja 3.1 (Punkt niebtadzacy). Niech f: X — X bedzie funkcjq przestrzeni
topologiczne; X . Punkt x € X nazywamy nieblgdzqgcym, jesli

Y 3 f™U)NU £ 0.

Ucx m>1
U-otwarty meN
zelU

Zbior wszystkich punktow nieblgdzgcych funkcji f bedziemy oznaczaé przez Q(f)

Rysunek 3.1: Wizualizacja definicji punktu niebtadzacego.

Lemat 3.2. Niech f: X — X bedzie funkcjq cigglq przestrzeni topologicznej X oraz
x € Q(f) bedzie punktem nieblgdzqcym, wtedy orbita OF (x) C Q(f).

Dowéd. Wezmy dowolny punkt niebtadzacy x € Q(f). Wystarczy pokazaé, ze f(z) €
Q(f). Niech V' C X bedzie dowolnym otoczeniem punktu f(x), wtedy z ciagtosci
funkcji f, zbior W = f~1(V) jest zbiorem otwartym oraz x € W. Poniewaz x jest
niebtadzacy, to istnieje m € N takie, ze

" IWV)OW A0 =0 F F(mW)nW) C f(fW)nfW) = fm(v)nv.

Stad f™(V)NV # 0, wiec f(x) jest punktem niebtadzacym. Zatem cala orbita
O7 () sktada si¢ z punktéw niebtadzacych. O

Definicja 3.3 (Stabilny/niestabilny zbior). Niech X bedzie przestrzenig topologicz-
ng, f: X — X bedzie homeomorfizmem oraz x € X bedzie punktem o okresie mini-
malnym k. Stabilnym zbiorem punktu x nazywamy zbior

We(z) ={y € X : f*(y) — = gdy n — oo},
niestabilnym zbiorem punktu x nazywamy zbior
Wh(z) ={y € X : f"(y) = gdy n — —oo}.

Definicja 3.4 (Dyfeomorfizm Morse’a-Smale’a). Niech M bedzie zwartg rozmaito-
sciq. Dyfeomorfizm f: M — M nazywamy dyfeomorfizmem Morse’a-Smale’a, jesli

(1) zbior Q(f) wszystkich punktéow niebladzgcych jest skoriczony,
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(17) wszystkie punkty okresowe sq hiperboliczne (Definicja 2.8),
(i73) dla kazdych x,y € P(f), W*(x) oraz W"(y) tng si¢ transwersalnie.
Lemat 3.5. Z warunku (i) otrzymujemy Q(f) = P(f).

Dowdéd. Niech f: M — M bedzie dyfeomorfizmem Morse’a Smale’a. Oczywiscie
punkty okresowe sa punktami niebtadzacymi tj. P(f) C Q(f). Pokazmy, ze Q(f) \
P(f) = 0. Poniewaz f jest dyfeomorfizmem, to orbita O} () dowolnego punktu x €
M jest skonczona w przypadku, gdy x jest okresowy lub nieskonczona w pozostatych
przypadkach. Zalézmy, ze istnieje punkt 2 € Q(f) \ P(f), wtedy orbita OF () jest
nieskoficzona oraz z Lematu 3.2 Of (z) C Q(f). Oznacza to, ze zbiér Q(f) jest
nieskoriczony, co jest sprzeczne z warunkiem (7) Definicji 3.4, wiec Q(f)\ P(f) = 0.

O

Zbior punktow niebladzacych dyfeomorfizmow Morse’a-Smale’a sktada sie wy-
tacznie z punktow okresowych. Naturalnym jest wiec pytaé, jak wyglada mini-
malny zbiér okresow w klasie dyfeomorfizméw Morse’a-Smale’a tzn. MPer,,s(f) =
Ny~ Per(g), gdzie g przebiega po wszystkich dyfeomorfizmach Morse’a-Smale’a zde-
finiowanych na rozmaitosci M. Z definicji wynika, ze HPer(f) C MPer,s(f) C

Per(f).

Lemat 3.6 (Shub 1971 [92]). Niech f bedzie dyfeomorfizmem Morse’a-Smale’a zwar-
tej rozmaitosci M. Wowczas f, jest funkcjq quasi-unipotentng, tzn. wszystkie war-
tosci wlasne f, sq pierwiastkami z jedynksi.

3.2 Funkcja zeta Lefschetza

Definicja 3.7 (Funkcja zeta). Niech dany bedzie cigg {an}n liczb calkowitych, funk-
cjq zeta nazywac bedziemy funkcje zdefiniowang jako

[e.9]

Za, (t) = exp ( > a”t”). (3.1)
n=1 n
W przypadku, gdy dana jest funkcja f: X — X oraz jej cigg liczb Lefschetza {L( ™)},
to funkcjg zeta Lefschetza analogicznie nazywamy funkcje postaci

o0 L n

Z4(t) = exp ( 3 (f)t”). (3.2)
n=1 n

Uwaga 3.8 (Wzoér 2.11 [1]). Alternatywna postaé funkcji zeta Lefschetza moze by¢

uzyskana poprzez uzycie warto$ci wlasnych homomorfizmu indukowanego f,, mia-

nowicie jesli \; jest wartos$cia wtasna o krotnosci k;, to

Zp(t) = JT(1 = ) 070, (33)

gdzie m; oznacza indeks grupy homologii powigzanej z A;.

Niech M bedzie gtadka rozmaitoscia oraz x bedzie hiperbolicznym punktem p-
okresowym funkcji f: M — M. Oznaczmy przez E'" (niestabilna) podprzestrzen
przestrzeni stycznej T, M rozpictej przez wektory wtasne macierzy pochodnej D f,
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odpowiadajace wartosciom wlasnym co do modutu wigkszym od 1. Niech Oy(z)
bedzie orbitg punktu z, definiujemy u jako wymiar niestabilnej podprzestrzeni prze-
strzeni stycznej v = dim E¥" oraz A jako typ orientacji orbity Oy (z) réwny +1, gdy
D f, zachowuje orientacje oraz —1, gdy zmienia orientacje.

Przez ¥ bedziemy oznaczaé dane okresowe funkcji f, tzn. zbiér wszystkich trojek
(p, u, A) odpowiadajacych orbitom okresowym f.

Twierdzenie 3.9 (Franks [21]). Niech M bedzie zamknietq rozmaitosciq, a funkcja
f: M — M bedzie klasy C' ze skoriczong liczbg hiperbolicznych punktéw okresowych,
wtedy
_1\u+1
Zi = I (1—ame, (3.4)
(p,u,A)eX

gdzie (p,u, A) nalezq do danych okresowych f.

Funkcje gtadkie zdefiniowane na domknietych i spéjnych rozmaitosciach, kto-
rych funkcja zeta Lefschetza posiada postaé (3.4 byly analizowane przez Llibre i
Sirventa w [80], gdzie zostaly nazwane funkcjami typu Franksa. Podobnie ci sami
autorzy analizowali rowniez funkcje gtadkie ze skonczong liczba punktéw okreso-
wych, wszystkich hiperbolicznych [85].

3.3 Minimalne zbiory okreséw Lefschetza

Problem znajdowania minimalnego zbioru okresow w gtadkiej klasie homotopii dyfe-
omorfizméw Morse’a-Smale’a MPer,,s( f) zostal przedstawiony przez J.L.G. Guirao,
J. Llibre dla T2 w [55]. Jest to jedyna praca, w ktérej poza opisem homotopijnych mi-
nimalnych zbiorow okreséw dyfeomorfizméw Morse’a-Smale’a, przedstawiono réw-
niez topologiczna realizacje zbioréw za pomoca dyfeomorfizméw Morse’a-Smale’a.
Nie sa znane topologiczne realizacje zbior6w MPer,, (f) w innym przypadku niz
wyzej wspomniany 772,

Minimalne zbiory okreséw Lefschetza byly badane dla wielu réznych przestrzeni:

orientowalne zwarte powierzchnie bez brzegu o genusie g (M,) [81, 83],
e n - wymiarowy torus 7™ [57, 6, 4],

e nieorientowalne zwarte powierzchnie bez brzegu o genusie g (N,) [82, 39],

dysk z N otworami [54],

produkt kartezjanski [-wymiarowych sfer S! x --- x S* [5],
e S x S" CP" oraz HP" [13].

W ogblnosci, powyzsze rezultaty moga zostaé powtorzone dla quasi-unipotentnych
dyfeomorfizméw (Definicja 2.11) ze skonczong liczba punktéw okresowych, wszyst-
kich hiperbolicznych. W artykule [92] Shub udowodnit, ze dyfeomorfizmy Morse’a-
Smale’a zwartych rozmaitosci zawieraja si¢ w klasie funkcji quasi-unipotentych.

Sposéb sformutowania definicji minimalnego zbioru okresow Lefschetza spowo-
dowal, ze dotychczasowe metody badan bazowaly na kombinatoryce funkcji zeta
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Lefschetza oraz jej wiasnosciach. Aby obliczy¢é MPerp(f), nalezy znalezé wszyst-
kie mozliwe formy Z;(t) w postaci zaprezentowanej w Definicji 3.10. Moze by¢ to
skomplikowane zadanie, szczegolnie gdy istnieja relacje pomiedzy warto$ciami wta-
snymi homomorfizmu indukowanego na pierécieniu kohomologii. Jednakze mozliwe
jest znalezienie rodziny wszystkich istniejacych zbioréw MPery(f) dla dyfeomor-
fizméw Morse’a-Smale’a rozmaitosci z danym pierscieniem kohomologii. Rodziny
mozliwych MPery(f) zostaly obliczone w poszczegdlnych przypadkach: dla toruséw
M, o genusie g = 1,2,3 (por. [81]), dla toruséw 7" o wymiarze n = 1,2,3,4 (por.
[57]), dla rzeczywistych przestrzeni rzutowych Ny o genusie g = 1,...,9 (por. [82])
oraz dla dysku z N otworami, gdzie N = 1,2,3,4,5 (por. [58]). Niemniej jednak
obliczenia sa nadal skomplikowane i szybko staja sie niemozliwe do obliczenia recz-
nego. W pracy [39] zostal przedstawiony prosty algorytm (bazujacy na Twierdzeniu
3.10), ktéry tatwo moze zostaé zaimplementowany. Zbiory danych dla orientowal-
nych oraz nieorientowalnych zwartych powierzchni bez brzegu o genusie odpowiednio
g=1,...,20 oraz g = 1,...,54 zostaly przedstawione na platformie Most Danych
[42, 41].

Definicja 3.10 (Minimalny zbi6ér okreséw Lefschetza). Niech f: M — M bedzie
dyfeomorfizmem Morse’a-Smale’a zwartej rozmaitosci M. Jesli Z¢(t) # 1, to mini-
malny zbior okresow Lefschetza funkcji f definiujemy jako

MPery(f) == ({ri, - rn }s

gdzie przecigcie rozwazamy po wszystkich mozliwych przedstawieniach Z(t) w po-
stact

n(f)
H (1+ At )™, (3.5)

gdzie A; € {—1,1}, r; sq dodatnimi liczbami calkowitymi, m; sq niezerowymi liczba-
mi catkowitymi oraz n(f) jest liczbg naturalng zaleing od funkcji f. Dia Z(t) = 1
definiujemy MPerp(f) := ().

Przyktad 3.11. WeZmy dyfeomorfizm Morse’a-Smale’a f: Ng — N, dla ktorego
liczba Lefschetza jest postaci

L(f") = 1= ((e5)" + (3)" + (€5)" + (€5)") — 2((ep)" + (€0)"),

gdzie €% jest i-tym pierwiastkiem z jedynki stopnia d. Otrzymugjemy trzy mozliwe
postaci funkcji zeta
I+ —t°)  (1+)2(1—-t°)  (I+)*(1—1t°)
(1—2)2 (1-t21+t)> Q-+t —¢)
Stgd MPerr(f) ={2,3,5} n{1,3,5} n{1,2,3,5} = {3,5}.

Zy(t) =

Gléwnym narzedziem do analizy zbioru MPer(f) jest Twierdzenie 3.9 Franksa.

Lemat 3.12. Niech f: M — M bedzie dyfeomorfizmem Morse’a-Smale’a zwartej
rozmaitosci, wtedy zachodzi nastepujgca inkluzja MPerp(f) C MPer,,(f).
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Dowdd. Przypomnijmy, ze liczba Lefschetza jest niezmiennikiem homotopijnym,
wiec funkcja zeta zdefiniowana jako

Zs(t) = exp ( i L(‘gn)t">

n=1

réwniez jest niezmiennikiem homotopijnym. Z zatozenia f jest dyfeomorfizmem
Morse’a-Smale’a zwartej rozmaito$ci M w siebie. Z Lematu 3.5 zbiér punktéw okre-
sowych P(f) jest skoficzony, a z (2) warunku Definicji 3.10 wszystkie punkty okre-
sowe sg hiperboliczne, stad f spehlia zalozenia Twierdzenia 3.9. Otrzymujemy, ze
funkcja Zy ma postac

Zit)y= [ (—Aaw)v (3.6)

(pu,A)ER

gdzie (p,u,A) nalezag do danych okresowych f. Oczywiscie dowolne dwie funkcje
homotopijne ¢ i f maja takg sama funkcje zeta, ale moze pochodzi¢ ona od innych
danych okresowych. Rozpatrzmy wszystkie sposoby zapisania funkcji Z(t) postaci

f)
(14 A )™, (3.7)
1

77(

gdzie A; € {—1,1},r;, € N oraz n(f) € N. Oczywidcie wsrdéd takich sposobéw
przedstawienia funkcji Z; jest réwniez posta¢ pochodzaca od (3.6), stad

MPer,(f) = ﬂ{rl, . ,Tn(f)} C Per(f),

gdzie przeciecie rozwazamy po wszystkich mozliwych przedstawieniach Z(t) postaci
(3.7). Zauwazmy, ze jesli g jest homotopijna do f, to MPerp(g) = MPer.(f), stad
finalnie otrzymujemy MPery (f) C MPer,,s(f).

O

3.4 Reprezentacja MPer;(f) za pomoca rozwinie-
cia okresowego

Ze wzoru Lefschetza-Hopfa (Twierdzenie 1.18) mozemy przedstawi¢ ciag liczb Le-
fschetza za pomoca sumy indeksow punktu statego w nastepujacej formie

L(f")y= > ind(f =Y > ind(f",0), (3.8)
z€Fix(fn) i O€eOrb;(f)
gdzie Orb;(f) oznacza zbior i-orbit funkcji f. Poniewaz rozwazamy dyfeomorfizmy
Morse’a Smale’a, to ze wzoru (2.8) indeks punktu statego orbity O jest postaci (2.8).
Z powyzszego oraz z Wniosku 2.14 wynika, ze wzor (2.3) rozwiniecia okresowego
ciggu liczb Lefschetza iteracji mozna zapisac¢ jako skonczong sume

n(f)

L(f") = d,(n), (3.9)

=1
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gdzie n(f) jest liczba naturalng zalezna od f oraz c{i jest ciggiem liczb catkowitych
odpowiadajacym indeksowi punktu statego r;-orbity przyjmujacym jedng z poniz-
szych form dla j € {1,2,3,4}:

reg,.(n), j=1,
j _ _regri n)? j = 27
=0 e, (n) ~rega (n), G =3, (3.10)

—reg,,(n) +xegy,, (n),  J =4,

Lemat 3.13. Niech f: M — M bedzie dyfeomorfizmem Morse’a-Smale’a zwartej
rozmaitosci. Zachodzi nastepujgca rownosc

MPerr(f) = {r1,r2, - o(p) ) (3.11)

gdzie przeciecie bierzemy po wszystkich rozwinieciach okresowych {L( ™)}, postaci
(3.9) na sume ciggow postaci (3.10).

Dowdd. Wezmy dowolng reprezentacje funkeji Z;(t) postaci (3.22) przedstawionej
w definicji MPer(f) tj.

&(f)

Zp(t) = [T (1 + Ait™)™,

i=1
gdzie A; € {—1, 1}, r; sa dodatnimi liczbami catkowitymi, m; sa niezerowymi liczba-
mi catkowitymi oraz k(f) jest liczba naturalng zalezng od funkcji f. Z Twierdzenia
2.9 otrzymujemy wzajemng jednoznacznosé, w ktorej kazdemu z czynnikow postaci
(14 Ajt")™ odpowiada |m;| ciagéw ¢l postaci (3.10), gdzie j € {1,2,3,4}. Stad
funkeji Z;(t) odpowiada ciag liczb Lefschetza {L(f")}7°, postaci

#(f)

L(f") = Imil], (n).

=1

Réwnowaznie, zamiast grupowad ciagi po |m;| elementéw, mozemy sumowaé osobno,
co nie wpltywa na wartosci r;, tym samym nie zmienia zbioru MPer(f).

ci=d o dla SR m| +1 <1< n(f) = S5 mal.
Finalnie otrzymujemy, ze
MPery(f) = m{rlla 7“57 e a7”;7(f)},

gdzie przeciecie bierzemy po wszystkich rozwinieciach okresowych {L(f")}5°, po-
staci (3.12) na sume ciagéw postaci (3.10). O
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Twierdzenie 3.14. Niech f: M — M bedzie dyfeomorfizmem Morse’a-Smale’a
zwartej rozmaitosci, ktorego ciqg liczb Lefschetza posiada rozwiniecie okresowe po-
stact L(f") = 3= bireg;(n). Wtedy zachodzi nastepujgca réwnosé

MPer(f) = {i: b; # 0 oraz i jest liczbg nieparzysta} = AP,(f) N (2N — 1).

Dowod. Zauwazmy, ze cﬁ maja wkltad wytacznie we wspotezynniki o indeksach
r; oraz 2r;, stad jesli b, # 0 dla nieparzystego k, to w dowolnej dekompozycji
{L(f™)}22, na sume ciagéw postaci (3.11) znajduja sie ¢, dla pewnego j € {1,2, 3,4},
wiec z Lematu 3.13 zachodzi k € MPery(f).

Pokazemy, ze MPer(f) nie zawiera liczb parzystych. Zalézmy nie wprost, ze ist-
nieje parzyste r; = 2u w MPery (f). Wtedy z Lematu 3.13 dla kazdej dekompozycji
{L(f™)}22, na (3.10), musi pojawi¢ sie ¢}, (n) dla pewnego j. Jednakze dla j = 1
mamy

Cu (1) = 108y, (n) = (regy, (n) — reg, (n)) + reg,(n) = ¢,(n) + ¢,(n).

Dla j = 2 mamy

Cou(n) = —1egy, (n) = (reg, (n) — regy, (n)) — reg,(n) = c,(n) + c;(n).

Dla j = 3 zachodzi

Cou(n) = regy, (n) —regy, (n) = (reg,,(n) — reg,(n)) + reg, (n) — regy,(n) =

— h(n) + ch(n) + Eu(n).
Analogicznie dla j = 4

Cou(n) = —regy, (n) + regy, (n) = (reg, (n) — regy, (n)) — reg, (n) + reg,, (n) =

= c,(n) + ey (n) + i, (n).

Finalnie w kazdym z przypadkéw dla j € {1,2, 3,4} pokazalimy, ze ¢}, mozna zapi-
sa¢ jako sume ciagow postaci (3.10) z indeksami réznymi od 2u, stad
2u ¢ MPer(f). O

Przyktad 3.15. WeZmy f: N9 — Ny, dla ktorej ciqg liczb Lefschetza jest doktadnie
takiej samej postact jak w Przykladzie 3.11 1.

L(f") = 1= Ls(n) — 2L¢(n),

Ls(n) = (e5)" + (€3)" + (€5)" + (e5)" oraz Le(n) = (e5)" + (&5)",

gdzie €} jest i-tym pierwiastkiem z jedynki stopnia d. Znajdimy rozwinigcie okre-
sowe ciggow Lqg(n) przedstawione w (2.12) obliczajgc wartosci wspélezynnikéw b?
bezposrednio z Twierdzenia 2.12:

Lg(n) = N(%)regl(”) + u(%)regg(n) + u(%)regs(n) + u(g)regﬁ(n) =
= reg; (n) — regy(n) — regs(n) + regg(n),
Ls(n) = M(%)regl(”) + u(%)regg)(n) = —reg,(n) + regs(n).

Otrzymujemy jednoznaczne rozwiniecie okresowe ciggu liczb Lefschetza
L(f") = 2regy(n) + 2regy(n) — regs(n) — 2regg(n).
Stgd MPerp(f) ={2,3,5,6} N (2N — 1) = {3,5}.
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Ponizej przedstawimy poréwnanie dwoch poznanych reprezentacji minimalnych
zbiorow okresow Lefschetza.

Z() regy,
n(f) 0
(1+AL)™ L(f") = breg;(n)
=1 =
MPery(f) =

MPerr,(f) .= N {r1,...,ryp} «— {i:b; # 0 oraz i jest liczbg nieparzysta}

Tabela 3.1: Poréwnanie reprezentacji minimalnego zbioru okreséw Lefschetza
MPer(f)

Mozemy zauwazy¢, ze powyzszy wzor zastepuje niejednoznaczng reprezentacje
MPer (f), korzystajaca z postaci funkcji zeta Lefschetza, przez jednoznaczna re-
prezentacje za pomoca rozwiniecia okresowego ciggu liczb Lefschetza. Co wiecej,
dla funkeji quasi-unipotentnych (wiec réwniez dyfeomorfizméw Morse’a-Smale’a)
G. Graff oraz A. Kaczkowska [38] przedstawili bezposredni wzér na wspdlezynni-
ki b; rozwinigcia okresowego liczb Lefschetza.

3.5 Realizacja zbioru minimalnych okreséw
Lefschetza na N,

Przypomnijmy, ze N, jest homeomorficzna z suma spojng g rzeczywistych powierzch-
ni rzutowych oraz jej grupy homologii sa nastepujace: Ho(Ny; Q) = Q, Hy(Ny; Q) =
= 0 oraz
Hi(N;Q) =Qa...0Q.
g—1

Problem 3.16 (J. Llibre, V. F. Sirvent [82, 84]). Czy dowolny skonczony zbiér
nieparzystych liczb naturalnych moze by¢ minimalnym zbiorem okreséw Lefschetza
dla pewnego C! dyfeomorfizmu Morse’a-Smale’a zdefiniowanego na nieorientowalne;
zwartej powierzchni bez brzegu o genusie g7

Pokazemy, ze nie ma algebraicznych przeszkod z punktu widzenia homologii,
ktore moglyby zaprzeczy¢ twierdzacej odpowiedzi na Problem 3.16.

Niech d bedzie stopniem pierwiastka pierwotnego z jedynki. Wezmy maksymalne
m takie, ze 2m — 1 < d oraz oznaczmy przez c? wektor wspélczynnikéw 0 niepa-
rzystych indeksach rozwinigcia okresowego Ly rowny [b¢,04,..., 04 1.0, ...]. Przy-
u(%) jesti k|

. . d _
pomnijmy, ze b¢ sa dane za pomoca wzoru (2.13) tzn. b = { 0 jedli ktd

Poniewaz dla funkcji Mobiusa zachodzi réwno$¢ pu(3%) = —pu(%), to dla wektora ¢
otrzymujemy

A= p b 0, =~ bg, . b 0, ] = (3.13)
Twierdzenie 3.17. Zbior A,, = {c',c3,¢, ..., c®™ D} skladajgcy sie zm wektoréw

stanowt baze Z™ nad pierscieniem Z.
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Dowdd. Utozsamiamy ¢ = [bd bd ... b% ] z wektorem wspdtczynnikéw o nie-
parzystych indeksach rozwiniecia okresowego funkcji Lg(n). Rozwazmy macierz A
zlozong z wektoréow ¢! utozonych wierszami:

by by by ... boym_1
ct < reg, 1 0 0 ... 0
e —reg;+reg; | -1 1 0 ... 0
& —reg, +regs |—1 0 1 0 | =A.
cml s . . . 1

Zauwazmy, ze bl = ,u(g) = 1 oraz dla i > d wspolezynniki b = 0. W kon-
sekwencji macierz A jest macierza dolnotrojkatng oraz det A = 1, wiec zbior A,,
zawiera m wektoréw niezaleznych liniowo i stanowi baze Z™ nad pierscieniem liczb
catkowitych. O]

Przypomnijmy, ze liczbe Lefschetza L(f™) iteracji funkcji f definiujemy jako
naprzemienna sume $ladéw homomorfizmu indukowanego fI (por. Definicja 1.12).
Podobnie mozemy zdefiniowaé liczbe Lefschetza dla abstrakcyjnie zadanego homo-
morfizmu homologii zwartej rozmaito$ci M jako

L(f2) =Y (=1)Ftr (2 Hi(X;Q) — Hy(X;Q)) = Zbkregk (3.14)
k>0

Idac dalej, analogicznie do Definicji 3.13 majac dane rozwiniecie okresowe L(f')
definiujemy

MPer, (f.) = AP,(f.) N (2N — 1). (3.15)

Zauwazmy, ze dowolny homomorfizm indukowany dyfeomorfizmu Morse’a-Smale’a
f: Ny — Ny spelnia warunki:

Warunki 3.5.1.

(1) f. jest funkcja quasi-unipotentna,
(i) fug = id.

Pokazemy, ze dla dowolnego skonczonego zbioru nieparzystych liczb naturalnych
S istnieje g € N oraz funkcja quasi-unipotentna f,: H.(N,; Q) — H.(N,; Q) spel-
niajaca Warunki 3.5.1 taka, ze MPer,(f,) =S

Twierdzenie 3.18. Dla dowolnego skornczonego ciggu m liczb calkowitych

Gm = {b1,bs, ..., ba_1} istnieje funkcja quasi-unipotentna f.: H.(Ny; Q) — H.(Ny; Q),
dla ktorey:

2(2m—1)

a) L(f) = tr(f5) — tr( Z bireg; (n

b) MPGI'L(f*) = {l 0 b; 7é OND; € gm}
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Dowdd.  a) Ciag liczb Lefschetza dowolnego odwzorowania f: N, — N, mozemy

zapisa¢ w postaci

L(™) = te(f2) — (/) = 1 - te(f2) = reg, (n) — (7).

Znajdziemy funkcje f,, ktora dla danego ciagu m liczb caltkowitych
G = {b1,bs,...,bam_1} bedzie posiadala liczby Lefschetza réwne

2(2m—1) 2(2m—1)
Z bireg;(n) = reg,(n) — ((b1 + 1)reg, (n) + Z biregi(n)> ,
tr(fiy)
tr(f2)

gdzie b; dla ¢ nieparzystych sg kolejnymi elementami ciggu G,,,. Wartosci wspot-
czynnikow b; dla parzystych ¢ nie potrzebujemy kontrolowa¢, poniewaz nie
wplywaja na zbior MPer (f.) oraz teze twierdzenia.

Przyjmijmy f., = id. Rozwazmy wektor [by + 1,b3, ..., bop_1]. Z Twierdzenia

3.17 istnieje jednoznaczna reprezentacja tego wektora w bazie {c!, ¢3, ... ¢*™ 1}
taka, ze:

[bl + ]_, bg, N ,bgm_l] == Zmic%_l = Z |mz|cs(l)
=1 =1

. 2% —1  jeslim; >0,
dla (i) = { 2(2i — 1) jesli m; < 0,
relacji ¢® = —c? (3.13). Teraz mozemy zdefiniowa¢ homomorfizm f,, repre-
zentowany przez macierz diagonalng wymiaru

gdzie w ostatniej rownosci uzywamy

m

g—1=>|mlp(2 — 1), (3.16)

=1

ktora zawiera na przekatnej |m;| kopii wszystkich pierwiastkéw pierwotnych z
jednosci stopnia (2¢ — 1), gdy m; > 0 oraz |m;| kopii wszystkich pierwiastkow
pierwotnych z jednosci stopnia 2(2: — 1), gdy m; < 0, gdziei =1,...,m

WezZmy funkcje quasi-unipotentng f,, ktorej konstrukcja zostata przedstawiona
2(2m—1)

w punkcie a), wtedy L(f) = Z bireg;(n). Z Twierdzenia 3.14 otrzymu-

jemy, ze MPer(f) sktada sie z nleparzystych indekséw ¢ niezerowych wspot-
czynnikéw b; tj.
MPery(f.) ={i: b; Z0NDb; € G}

]

Uwaga 3.19. Zauwazmy, ze rozwiazanie Problemu 3.16 pokrywa si¢ z punktem b)
Twierdzenia 3.18, natomiast wynik zawarty w punkcie a) jest bardziej ogélny.

Co wiecej, Twierdzenie 3.18 podaje ograniczenie dla wymiaru realizacji (3.19) jak
i ograniczenie na najwyzszy pierwiastek pierwotny z jedynki (2(2m — 1)) potrzebny
do zrealizowania zadanego zbioru jako MPer(f).
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Whniosek 3.20. Funkcja zeta Lefschetza realizacyi f. jest dana za pomocg wzoru:

||
Z,.(t) = — (Hu—zqw“%) . (3.17)

t—15" \gsto

(2

Zawwazmy, ze Zy (t) = Z;, (1), gdzie l, =1 =Y |m;| Ly (n). Zatem

Zf* (t) = il (ZLs(i) (t))

t
oraz z Twierdzenia 2.15 otrzymujemy wzor (3.17).

Uwaga 3.21. Wciaz istnieje ,topologiczna” cze$¢ Problemu 3.16, ktéra nie zosta-
ta rozwigzana. Mianowicie, pozostaje otwarte pytanie, czy kazda funkcja quasi-
unipotentna f, przedstawiona w Twierdzeniu 3.18 jest homomorfizmem indukowa-
nym pewnego dyfeomorfizmu Morse’a-Smale’a okreslonego na N,7

3.6 Realizacja zbioru minimalnych okreséw
Lefschetza na M,

Przypomnijmy, ze przestrzeni M, jest homeomorficzna z sumag spéjna g toruséw i jej
grupy homologii sa réwne: Hy(M,; Q) = Q, Hy(M,; Q) = Q oraz

H(M,;Q) =Q&...5Q.

29

W przeciwienstwie do nieorientowalnej powierzchni zamknigtej NV, o oriento-
walnej powierzchni zamknigtej M, mozemy powiedzie¢ wigcej, rozwazajac pierscien
kohomologii. Ponizsze twierdzenie zawiera informacje o relacjach pomiedzy genera-
torami kohomologii, a tym samym wartosciami wtasnymi homomorfizmu f*. Jak juz
wspominaliémy w Uwadze 1.14, wartosci wtasne homomorfizmu homologii
fo: Ho(M;Q) — H.(M;Q) sa takie same jak warto$ci homomorfizmu kohomolo-
gii f*: H*(M;Q) — H*(M; Q).

Twierdzenie 3.22 (por. Twierdzenie 2.4 [90]). Niech M, bedzie orientowalng zwar-

tg powierzchnig zamknietq bez brzequ o genusie g, wtedy pierscienn kohomologii wy-
glada nastepujgco:

o H'(M,;Q) posiada baze ai,...,aq B1,...,0, takg, ze o — a; = 0,
Bi — B; =0 dla dowolnego i,j € {1,...,9} oraz a; — B; =0 dla i # j,

o H*(M,;Q) = Q posiada baze zlozong z jednego generatora v = o; — [3; dla
kazdego i € {1,...,g} oraz generatoréw «;, [3; pierwszej grupy kohomologii.
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Rysunek 3.2: Przestrzen M, z oznaczonymi generatorami pierscienia kohomologii o
oraz [3;

7Z relacji pomiedzy generatorami pierscienia kohomologii mozemy wyciaggnaé waz-
ne wnioski dotyczace wartosci wlasnych homomorfizméw indukowanych. Niech
f: My — M, bedzie dyfeomorfizmem Morse’a-Smale’a oraz \;, i beda wartosciami
wlasnymi odpowiadajacymi generatorom «, 3;. Z wtasnosci homomorfizmu koho-
mologii dla cup produktu:

F2UB) = f () — F(B) = i — Aifli = Aihiy; — f3; (3.18)
dla kazdego i € {1,...,g}. Poniewaz f jest dyfeomorfizmem orientowalnej rozma-
itosci, to \;\; = £1 w zaleznosci od tego, czy f zachowuje, czy zmienia orientacje.

Powyzsze rozwazania implikuja nastepujace warunki konieczne, jakie musi spet-
ni¢ homomorfizm indukowany f, dyfeomorfizmu Morse’a-Smale’a f: My, — M,.
Warunki 3.6.1.

(1) f. jest funkcja quasi-unipotentna,

(17) fu« = id oraz f., = id (gdy f zachowuje orientacje) lub
fvo =id oraz f,, = —id (gdy f zmienia orientacje),

(7i7) wartosci wtasne f,, mozna pogrupowaé¢ parami w taki sposéb, aby ich ilo-
czyn byt réwny 1 (gdy f zachowuje orientacje) lub réwny —1 (gdy f zmienia
orientacje).

W pracach [81, 84] badane byly minimalne zbiory okreséw Lefschetza dla dyfe-
omorfizméw Morse’a-Smale’a przestrzeni M,. W drugiej pozycji sformutowano Pro-
blem 3.23 przedstawiony ponizej. Autorzy przepuszczaja, ze odpowiedz na pytanie
jest twierdzaca.

Problem 3.23 (J. Llibre, V. F. Sirvent [84]). Czy dowolny skorficzony zbidr niepa-
rzystych liczb naturalnych moze by¢ minimalnym zbiorem okreséw Lefschetza dla
pewnego C! dyfeomorfizmu Morse’a-Smale’a zdefiniowanego na orientowalnej zwar-
tej powierzchni bez brzegu o genusie g7

Lemat 3.24. Pierwiastki pierwotne z jednosci stopnia d € N mozemy pogrupowac
parami tak, aby ich iloczyn byt réowny:

(1) 1 wtedy i tylko wtedy, gdy d > 2,

(13) —1 wtedy i tylko wtedy, gdy d > 4 i 4|d.
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Dowdéd. Przypomnijmy, ze kazdy pierwiastek stopnia d z jedynki mozemy zapisac
jako €™ dla pewnego m € {1,...,d}, przy czym pierwiastek jest pierwotny wte-
dy i tylko wtedy, gdy GCD(m,d) = 1. Niech P(d) bedzie zbiorem pierwiastkow
pierwotnych z jedynki stopnia d:

P(d) = {ed?™ . GCD(m,d) =1 A m € {1,...,d}}.

Rozpocznijmy od dowodu przypadku (7). Ustalmy liczbe naturalna d > 2 (dla
d = 1,2 mamy tylko jeden pierwiastek pierwotny stopnia d). Jesli dla pewne-
gom € {1,...,d} mamy GCD(m,d) = 1, to GCD(d — m,d) = 1. Stad, jesli
T2 € P(d), to e T2 € P(d) oraz 2™ . ¢ T2 = 1.

PrzejdZzmy do przypadku (i7) i podobnie jak w poprzednim ustalmy liczbe na-
turalng d > 2. Zalézmy, ze dla pewnych ed2™ 2™ ¢ P(d), ich iloczyn réwny jest
—1, wtedy (poniewaz 0 < m,n < d)

%271‘1’ Z2mi _g _y
e ced ™t = 1<:>m+n—2\/m+n—2.

Stad d musi by¢ liczba parzysta. Poniewaz GCD(m,d) = 11 GCD(n,d) = 1, to
m in sg liczbami nieparzystymi. Suma liczb nieparzystych jest parzysta, co dowodzi
tego, ze 4|d. Co wiecej, istnieja tylko dwa pierwiastki pierwotne stopnia d = 4. Sa
to ¢ oraz —1, ktorych iloczyn jest réwny 1. Zatem d musi by¢ wicksze niz 4.
PrzejdZzmy do udowodnienia implikacji odwrotnej i zatézmy, ze 4|d i d > 4.
WeZzmy dowolna liczbe my € |1, %] wzglednie pierwsza z d (wiemy, ze taka liczba
istnieje, poniewaz d > 4). Wtedy oczywiscie e ¢ P(d). Pokazmy, ze liczba
d [d d

my = § —my € [{, 5] rowniez jest wzglednie pierwsza z d. W istocie, gdy 4|d

GCD(my,d) =1 < GCD(my,d/2) =1 oraz GCD(my,d/2) = GCD(—m4,d/2).
Z wtasnosci GCD(a mod b,b) = GCD(a, b) mamy
GCD(—my,d/2) = GCD(d/2 — my,d/2) = GCD(mgy, d) = GCD(d/2 — my,d) = 1,
zatem e @ 2™ € P(d). lloczyn obu wskazanych pierwiastkow jest réwny —1:

. . . d/2— ,
lomri 27 Lo %27”

m2 i
e d -ed —ed e —e™=-1.

W ten sposob otrzymalismy wzajemna odpowiednio$¢ pomiedzy pierwiastkami
pochodzacymi od m € [1, 4]. Dowéd dla pierwiastkow pierwotnych pochodzacych od

m € [%, d] jest analogiczny, tj. dla mg € [g, 34—‘1] wzglednie pierwszej z d wybieramy
my = 32—d — mg i pokazujemy, ze iloczyn pierwiastkéw odpowiadajacych liczbom
ms, my jest rowny —1. L

Lemat 3.25. Niech @™ bedzie pierwiastkiem pierwotnym z jedynki nieparzystego
stopnia d > 2.

o Jeslil <m < ¥, to "3 2T jest pierwiastkiem pierwotnym z jedynki takim,

. . d—2 .
de ed ™. e 2 = ],
47+ 3d—2mgq_. . . . . . . . .
o Jesli g <m <d, toe 2 2™ jest pierwiastkiem pierwotnym z jedynki takim,
i . 3d—2 .
deed?™ . e 5 M= 1,
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Dowdd. Niech d bedzie dowolna liczbg nieparzysta, wezmy dowolny pierwiastek pier-
wotny stopnia d postaci e?™, gdzie 1 < m < 4. Oczywiscie GCD(m,d) = 1, stad
m = 1 lub m jest parzysta oraz d — 2m jest liczba nieparzysta. Zatem
GCD(d—2m,d) =1id—2m € {1,...d}, wiec e3¢ 2™ jest pierwiastkiem pierwot-
nym z jedynki, ktorego iloczyn z ed%™ jest réwny —1. Liczba m # g poniewaz d
jest liczbg nieparzysta. Dowod dla % < m < d przebiega analogicznie do pierwszego
przypadku. [

Whniosek 3.26. W Lemacie 3.25 pokazalismy, ze dla kazdego pierwiastka pierwotne-
go nieparzystego stopnia d > 2, istnieje pierwiastek stopnia 2d, ktorych iloczyn jest
rowny —1. Istotnie, ilos¢ pierwiastkow pierwotnych stopnia d i 2d jest taka sama
(o(d) = p(2d)), stad przyporzedkowanie to jest wzajemnie jednoznaczne.

Ponizej przedstawimy bardzo silne ograniczenie dotyczace postaci MPery(f) w
sytuacji, gdy dyfeomorfizm zmienia orientacje. Mianowicie, okazuje sie, ze odpo-
wiedZ na pytanie zawarte w Problemie 3.23 jest negatywna wsrod dyfeomorfizmow
Morse’a-Smale’a zmieniajacych orientacje. Co wiecej, MPery(f) nie zawiera zadnej
informacji o okresach minimalnych f.

Twierdzenie 3.27. Niech funkcja f: My, — M, bedzie dyfeomorfizmem Morse’a-
Smale’a zmieniajgcym orientacje orientowalnej zamknietej powierzchni o genusie g,

wtedy MPer(f) = 0.
Dowéd. Wezmy dowolny dyfeomorfizm Morse’a-Smale’a f: M, — M, zmieniajacy

orientacje. Wtedy wartos¢ wtasna homomorfizmu f,, jest rowna —1 oraz ciag liczb
Lefschetza z Definicji 1.12 jest rowny

L(f") = 1" = te(fu,) + (=1)" = regy(n) — tr(f1)).

Z drugiej strony wiemy, ze (por. wzor (2.11))

H=2

Ld(n) .

Wystarczy, ze zbadamy wktad wspotczynnikéw nieparzystych rozwiniecia okresowe-
go ciagdéw {Lg4(n)}>2, w rozwiniecie okresowe ciagu liczb Lefschetza {L(f™)}52,.

7 Twierdzenia 3.22 iloczyn warto$ci wlasnych \;, \; homomorfizmu f* odpo-
wiadajacych generatorom «;, 3; € H*'(M,; Q) réwny jest M = —1 dla kazdego
i€ {l,...,g}. Wartosci wtasne homomorfizmu f* i f, sa takie same. Oznacza to, ze
dla dowolnej wartosci wtasnej homomorfizmu f,, musi istnie¢ inna warto$¢ wlasna
homomorfizmu f,,, ktérych iloczyn daje —1.

Zbadamy wktad pierwiastkow pierwotnych z jedynki stopnia d w nieparzyste
wspotezynniki rozwiniecia okresowego ciggu liczb Lefschetza.

a) Jesli d = 1, to pierwiastek jest rowny 1 i odpowiada mu pierwiastek stopnia
2 réwny —1, ktorych iloczyn jest réwny —1, stad ilos¢ pierwiastkow pierwot-
nych stopnia 1 1 2 jest taka sama. Otrzymujemy L;(n) + La(n) = regy(n).
Wiec wartosci wlasne f,, réwne 1 i —1 nie maja wplywu na wspétezynniki
nieparzyste.
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b) Jesli 4|d, to z Lematu 3.24 b) pierwiastkowi pierwotnemu stopnia 4 odpowiada
inny pierwiastek pierwotny stopnia 4. Wartos¢ wspotczynnikow nieparzystych
rozwiniecia okresowego Lg(n) jest rowna

b w(g) jesli k|d _0
0 jesli ktd
d

poniewaz 1 nie jest liczbg bezkwadratowa.

¢) Z Wniosku 3.26 wiemy, ze istnieje wzajemnie jednoznaczne przyporzadkowa-
nie pomiedzy pierwiastkami stopnia d i 2d (gdzie d > 2 jest nieparzyste), ktore
grupuje pierwiastki w taki sposob, aby iloczyn dwéch byt réwny —1. Zatem
ilos¢ pierwiastkow stopnia d i 2d bedacych wartosciami wlasnymi homomor-
fizmu f,, jest taka sama. Z wtasnosci funkcji Mobiusa dla nieparzystych k
mamy

o[ et kld [ —p(2) jei k|2d _
bk} == AT == AT - _bk} .
0 jesli ktd 0 jesli k1 2d.

7 powyzszego, nieparzyste wspoOtczynniki rozwiniecia okresowego sumy
Ly(n) + Log(n) si¢ zeruja.

Pokazalismy, ze pierwiastki pierwotne homomorfizmu indukowanego f, paruja
sie w taki sposob, ze sumy wspotezynnikéw rozwiniecia okresowego odpowiadaja-
cych sobie ciggéw L;(n) oraz L;(n) sa rowne zero. Zatem wspolczynniki nieparzyste
rozwiniecia okresowego L(f™) sa réwne zero i MPery (f) = 0. ]

Lemat 3.28. Przy zaloZeniach Twierdzenia 3.27, funkcja zeta Lefschetza jest po-

staci
#D
(1])522), gdzie p(t) = 1:[ Ca, (t)-

Zg(t) =
Funkcja cq;(t) jest wielomianem cyklotomicznym stopnia d; dla j € {1,...,#D}
oraz D jest multizbiorem liczb naturalnych spetniajgcym warunk:

(i) 29 =7 ¢(d)), d; € D,

(13) jesli d jest nieparzystq liczbg naturalng, to liczby d i 2d wystepujg tyle samo
razy w multizbiorze D.

Dowdd. Zauwazmy, ze ze wzoru (3.3) kazdemu kompletowi pierwiastkéw pierwot-
nych z jedynki stopnia d bedacych wartosciami wlasnymi f,,, odpowiada wielomian
cyklotomiczny ¢4 stopnia d bedacy czescia mianownika (gdy ¢ jest parzyste) lub licz-
nika (gdy ¢ jest nieparzyste) funkeji zeta Lefschetza. Z zalozenia f: M, — M, jest
dyfeomorfizmem Morse’a-Smale’a zmieniajacym orientacje, stad f., = id, f., = —id.
Zatem funkcje Zy mozemy zapisac jako

#D
Zs(t) = p(t) gdzie p(t) = Ulcdj (t) oraz

(i—ey
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D jest multizbiorem zawierajacym stopnie pierwiastkéw pierwotnych z jedynki be-
dace warto$ciami wlasnymi homomorfizmu f,,. Pokazmy, ze D spelnia warunki z
tezy. Przypomnijmy, ze
Hi(M;Q)=Q&...4Q.
29

Stad f., posiada 2g wartosci wtasnych. Oczywiscie, jesli pierwiastek pierwotny stop-
nia d jest wartoscia wtasna homomorfizmu f,,, to pozostale réwniez. Wynika z tego,
ze wartosciami wlasnymi sg komplety o(d) pierwiastkow pierwotnych, ktorych w
sumie jest 2g, zatem zachodzi warunek (i) tj. 2g = ZJ P o(d ;). dj € D.

Przejdzmy do dowodu warunku (i7). Ze wzoru (3.18) wiemy, ze iloczyn odpo-
wiadajacych sobie warto$ci wtasnych w przypadku dyfeomorfizmu zmieniajacego
orientacje musi by¢ réwny —1. Niech d bedzie nieparzysta liczba naturalna, z Wnio-
sku 3.26, pierwiastki pierwotne stopnia d i 2d mozna pogrupowaé parami tak, aby
ich iloczyn byt réwny —1. Oczywiscie pierwiastek pierwotny stopnia d = 1 mozna
w ten sam sposob sparowaé z pierwiastkiem pierwotnym stopnia d = 2. Finalnie

pierwiastki stopnia d i 2d musza wystepowadé taka samg ilos¢ razy w multizbiorze
D. O

Whiosek 3.29. Nastepujgce Propozycje i Twierdzenia zawarte w [81] nie sq¢ praw-
dziwe: Propozycja 4.2, Propozycja 4.3, Propozycja 4.4., Twierdzenie 5.5, Twierdze-
nie 5.7

Pozostaje sprobowaé odpowiedzie¢ na pytanie zawarte w Problemie 3.23 wsrod
dyfeomorfizméw zachowujacych orientacje.

Przypomnijmy, ze homomorfizm indukowany f, dowolnego dyfeomorfizmu Morse’a-
Smale’a zachowujacego orientacje, posiada wartosci wlasne f,, i f., rowne 1. Stad
ciag liczb Lefschetza iteracji ma postac

L(f") =1 = tr(fi) + 1 = 2reg, (n) — tr(f.).

Twierdzenie 3.30. Dla dowolnego skonczonego ciggu m liczb catkowitych G,, =
{b1, b3, ..., ba_1} istnieje funkcja quasi-unipotentna f.: H.(My; Q) — H.(M,;Q),
dla ktorey:

2(2m—1)

a) L(fF) =te(fl) —te(fl) + te(f] Z 2 - bireg;(n

b) MPery(f.)={i:b; A0ANb; € G},

Dowdd. Konstrukcja homomorfizmu bedzie analogiczna do tej, ktéra przedstawili-
Smy w dowodzie Twierdzenia 3.18 z uwzglednieniem Warunkow 3.6.1.

a) Ciag liczb Lefschetza dowolnego dyfeomorfizmu Morse’a-Smale’a f: M, — M,
zachowujacego orientacje mozemy zapisa¢ w postaci

L(fY) = tr(fe) — () + te(f) = 1= te(f) + 1 = 2reg, (n) — te(f).

Zmajdziemy funkcje f*, ktora dla danego ciagu m liczb catkowitych G,, =
{b1,b3,...,bom_1} bedzie posiadala liczby Lefschetza réwne

2(2m—1) 2(2m—1)
Z 2b;reg;(n) = 2reg,(n) — ((2b1 + 2)regi(n) + Y 2biregi(n)),
—— i=2
r(f e (f2,)
(72,
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gdzie b; to kolejne elementy ciggu G,, dla i nieparzystych.

Przyjmijmy f., = id oraz f., = id. Rozwazmy wektor [by + 1,03, ..., bopm_1].
Z Twierdzenia 3.17 istnieje jednoznaczna reprezentacja tego wektora w bazie
{c',c3,...c2 1} taka, ze:

[bl + ]_, bg, ce ,bgm_l] = Zmic%_l = Z |ml|CS(Z)
=1 i=1

N ) 21 jesli m; > 0,
dla s(i) = { 2(2i — 1) jesli m; < 0,
relacji ¢® = —c? (3.13). Teraz mozemy zdefiniowa¢ homomorfizm f,, repre-
zentowany przez macierz diagonalng wymiaru

gdzie w ostatniej rownosci uzywamy

29 = iQ!mAgp(% - 1), (3.19)

i=1

ktéra zawiera na przekatnej 2|m;| kopii wszystkich pierwiastkéw pierwotnych z
jednosci stopnia (2i — 1), gdy m; > 0 oraz 2|m;| kopii wszystkich pierwiastkéw
pierwotnych z jednosci stopnia 2(2i — 1), gdy m; <0, gdziei =1,...,m

b) Wezmy funkcje quasi-unipotentna f., ktorej konstrukcja zostata przedstawiona

2(2m—1)
w punkcie a), wtedy L(fI') = Z bireg;(n). Z Twierdzenia 3.14 otrzymu-

jemy, ze MPer (f) sktada sie z meparzystych indeksow ¢ niezerowych wspot-
czynnikow b; tj.

O

Zauwazmy, ze skonstruowany homomorfizm f, spetnia Warunki 3.6.1, konieczne
dla istnienia homomorfizmu indukowanego pewnego dyfeomorfizmu Morse’a-Smale’a.

Whniosek 3.31. Funkcja zeta Lefschetza realizacyi f. wyprowadzonej w dowodzie
Tunerdzenia 3.30 dana jest za pomocg wzoru

O [2mal
Gl (H (1- zqw(i”)) . (3.20)

i \gls(i)

Zp (1) =

Zawwaimy, ze Zy (t) = Z,,,(t), gdzie I, =1 = |2m;| Ly (n). Zatem

Zf*( - QH( s() )|2mi|

oraz z Twierdzenia 2.15 otrzymamy wzor (3.20).

Przyjrzyjmy si¢ teraz Problemowi 3.33 przedstawionemu przez B. Iskre, V.F.
Sirventa w pracy [61]. W tym celu zdefiniujemy przez analogie do Definicji 3.10,
zbiér MPer,(Z,) dla zadanej funkeji zeta.
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Niech g € N oraz p(t) bedzie iloczynem wielomianéw cyklotomicznych, ktérych
suma stopni jest rowna 2g. Zdefiniujemy specjalna posta¢ funkcji zeta:

(3.21)

(t) = (f_(tt)Q) jesli wspoétezynnik wiodacy p(t) jest rowny -1,
' a2 jesli wspoétezynnik wiodacy p(t) jest réwny 1.

Jesli Z,(t) # 1, to definiujemy
MPer,(Z,) := ({ri, .- o}

gdzie przeciecie rozwazamy po wszystkich mozliwych przedstawieniach Z,(t) postaci

Nz

Z,(t) = [T+ Agtm)™, (3.22)
i=1

gdzie A; € {=1,1}, r; € N, m; € Z \ {0} oraz nz jest liczba naturalng zalezna od

Z,. Dla Z,(t) = 1 definiujemy MPer(Z,) := 0.

Uwaga 3.32 (Propozycja 2.1 [61]). Funkcja zeta dowolnego dyfeomorfizmu Morse’a-
Smale’a f: M, — M, zmieniajacego orientacj¢ przyjmuje posta¢ pierwszg wzoru
(3.21), a zachowujacego orientacje posta¢ druga wzoru (zob. Propozycja 4.3 [81]).

Problem 3.33 (B. Iskra, V.F. Sirvent [61]). Niech dany bedzie skoficzony podzbiér
nieparzystych liczb naturalnych S. Czy istnieje funkcja zeta Lefschetza Z,(t) postaci
(3.21) taka, ze MPery(Z,(t)) = S?

W oryginalnie postawionym pytaniu nie byto okreslenia ,nieparzystych”. W ta-
kim wypadku odpowiedz na to pytanie jest trywialna, poniewaz MPery(Z,) nie
moze zawiera¢ liczb parzystych (czynnik (1 — ¢2*) = (1 — t*)(1 + t*)). Odpowiemy
na pytanie w przypadku, gdy S C (2N —1).

Lemat 3.34. Dla dowolnego skonczonego podzbioru nieparzystych liczb naturalnych
S, istnieje funkcja zeta Z, postaci (3.21), dla ktorej MPerp(Z,(t)) = S.

Dowod. Wezmy dowolny zbior nieparzystych liczb naturalnych S, oznaczmy m =
max(S). Zdefiniujmy skonczony ciag m liczb catkowitych postaci G,,, = {b1, ..., bam_1},
gdzie

1 jedlike s,
bk—{ 0 jedlik & S ydla ke {1,...,2m — 1}.
7 Twierdzenia 3.30, istnieje homomorfizm f, spelniajacy Warunki 3.6.1 dla dyfe-
omorfizmu Morse’a-Smale’a zachowujacego orientacje, dla ktérego MPery (f,) = S.

Z Whniosku 3.20 wiemy, ze odpowiadajaca mu funkcja zeta jest postaci

(ZLS(Z)( >)\2m¢| 7

s

=1

gdzie l,, = 1— Z 12m;| Ls(y(n) oraz m; € Z. W Podrozdziale 3.4 pokazalismy, ze roz-

wazanie funkcji zeta (odp. Zy, ) i rozwiniecia okresowego ciagu liczb Lefschetza (odp.
L(f.)) w kontekscie minimalnych zbioréw okresow Lefschetza jest réwnowazne, stad
MPery(f,) = MPer;(Zy,). Zauwazmy, ze Z;, jest wielomianem cyklotomicznym
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stopnia d, stad p(t) = IT1%, (Z Lo (t))|2mt| jest iloczynem wielomianéw cyklotomicz-
nych. Zauwazmy, ze jedynie wielomian cyklotomiczny stopnia pierwszego ¢, (t) = 1—t
ma wspoOtezynnik wiodacy réwny —1, ale z Warunkéw 3.6.1 (iii) pierwiastek pier-
wotny stopnia 1 jest wartosciag wlasng f, parzysta ilos¢ razy, stad wspotczynnik
wiodacy p(t) jest rowny 1. Otrzymujemy, ze szukana funkcja zeta postaci (3.21) jest

m

Z,(t) = (1 _1 £)2

(ZLS@-) (t))pmi' )

=1

dla ktorej MPer,(Z,(t)) = S. O

3.7 Algorytmiczne podejscie do znajdowania
MPery(f)

W tej czesci opiszemy prosty algorytm, ktory pozwoli nam na znalezienie rodzi-
ny MPer[N,] wszystkich minimalnych zbioréw okreséw Lefschetza okreslonych na
rozmaitosci Ny, gdzie g jest ustalony oraz

MPery, [N,] := {MPer.(f) | f: N, — N, jest dyfeomorfizmem Morse’a-Smale’a}.

Uzyjemy programu komputerowego bazujacego na wyprowadzonym ponizej algo-
rytmie w celu zweryfikowania MPer(f) dla g < 10 przedstawionych w [82] oraz
obliczymy MPer(f) dla g > 10.

Zatozmy, ze g > 1, w przeciwnym przypadku macierz f,, jest zerowymiarowa
i jedyna mozliwoscia jest MPery(f) = {1}. Wymiar macierzy homomorfizmu f,,
wynosi g — 1 i wszystkie wartosci wlasne sg pierwiastkami pierwotnymi z jedynki
stopnia d; pogrupowanymi po ¢(d;) elementéow. W zwiazku z tym g — 1 = 3, o(d;).

Zdefiniujmy skonczong rodzine P podziatéw P; liczby g — 1 na sume wszystkich
mozliwych wartosci funkcji ¢ tzn.

P:{Pj:U{dz’}i 9—1=Zi:<ﬂ(di)7 dz’GN}-

i
Kolejny lemat pozwoli nam znalezé ograniczenie na ilosé elementéw rodziny P.

Lemat 3.35 (por. [91]). Niech ¢ bedzie funkcjg Eulera. Dla dowolnego n € N,
z wyjgtkiem n = 2,4,6,10,12,18,30 zachodzi nieréwnosc

90(”> 2 nlog3 2‘

Whniosek 3.36. Niech ¢ bedzie funkcjq Eulera. Dla dowolnego n € N zachodzi

o(n) > (Z>1°g32. (3.23)

Stosujac nieréwnos¢ (3.23) otrzymujemy
P= {U{di} fg—1=>Y"0(d;), d; <2(g—1)% d; € N} : (3.24)
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Mozemy powiaza¢ kazdy z podziatow P; (tj. kazdy zbiér stopni) z odpowiadajacym
elementem L4, ciagu Lefschetza w formie rozwiniecia okresowego:

L(f") =1~ Z Lg;(n) = reg,(n Z Zbk regy (n

di€P; di€P; k

gdzie bZ" sa zdefiniowane za pomoca wzoru (2.13) w Twierdzeniu 2.12. Z Twierdzenia
3.14 zbi6r minimalnych okreséw Mp, dla funkcji odpowiadajacej grupie pierwiastkow
o stopniach P; jest rowny

|71
Mp, ={k:> af #£0, 2tk, d; € P;}, gdzie af =bl —1, af =by dlak > 1.

=1

Ostatecznie, zbor wszystkich mozliwych minimalnych okresow Lefschetza dyfe-
omorfizméw Morse’a-Smale’a f zdefiniowanych na Ny, dany jest za pomocg wzoru

|P|
MPGI’L U{Mp

Przyktad 3.37. Niech g = 4, wtedy dim f,, = 3. Istnieje 9 mozliwych zbioréw P;
pierwiastkow pierwotnych z jedynki (kazdy ze zbioréw odpowiada pewnemu homo-
morfizmowi f.). W Tabeli 3.2 zbiory Mp, = MPerp(f) zostaly opisane dla kazdego
P; oraz zostala opisana rodzina MPery[Ny].

P L(f") Mp, = MPer(f)
{1,3} reg,(n) — regs(n) {1,3}
{1,4} regy(n) — regy(n) 0
{1,6} —reg; (n) + regy(n) + regz(n) — regg(n) {1,3}
{2,3} 3reg; (n) — regy(n) — regs(n) {1}

12,4} 2reg; (n) — reg,(n) {1}

{2,6} reg; (n) + regs(n) — regg(n) {1,3}
{1,1,1} —2reg, (n) {1}
{1,1,2} —regy(n)

{1,2,2} 2reg,(n) — 2regy(n) {1}
‘ MPGI"L[N4] ‘ {®7{1}7{3}7{173}} ‘

Tabela 3.2: Zbiér MPer[N,] wszystkich mozliwych minimalnych zbioréw okreséw
Lefschetza dla dyfeomorfizméw Morse’a-Smale’a przestrzeni Ny
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Genus | Wszystkie mozliwe zbiory okreséw Lefschetza - MPer,[N,] Czas
obliczen (s)

9 {15, 337, 5, {7, {95, {1, 3%, {L, 5%, {L, 7%, {1, 9, 0.0057
{3, 5}, {3,9}, {1, 3, 5}, {1, 3, 7}, {1, 3, 9}, {3, 5, 15},
{1, 3,5, 15}}

10 | {{5 {1}, {3} {50, {1, 3%, {1, 5}, {1, 7%, {1, 9}, {3, 5%, 0.0069
{3, 7}, {3, 9}, {1, 3,5}, {1, 3, 7}, {1, 3, 9}, {1, 3, 5, 15}}

30 Liczba list: 363 0.9865
40 Liczba list: 1230 10.7953
20 Liczba list: 3568 117.685

Tabela 3.3: Wybrane obliczenia rodziny MPer,[N,] minimalnych zbioréw okreséw
Lefschetza dla dyfeomorfizméw Morse’a-Smale’a zdefiniowanych na IV, obliczone na
CPU: Phenom IT x4 965

Poréwnujac wyniki Twierdzenia 8 w [83] dla ¢ = 9 z wynikami obliczefi bazuja-
cych na przedstawionym algorytmie (por. Tabela 3.3) mozemy zauwazyé, ze w [83]
zabraklo przypadku {3,5}. Realizacja tego zbioru zostata przedstawiona juz w tej
pracy, korzystajac z definicji za pomocg funkcji zeta Lefschetza w Przyktadzie 3.11
oraz korzystajac z rozwiniecia okresowego w Przyktadzie 3.15.

Algorytm zaprezentowany w tym podrozdziale mozna powtorzy¢ rowniez w przy-
padku M,, dodajac ograniczenia dotyczace mozliwych stopni pierwiastkow wyste-
pujacych we wzorze (3.24). Wyniki prezentowane w Tabeli 3.3 dotyczace MPer[N]
dla g =1,...,54 oraz dotyczace MPery[M,] dla g = 1,...,20 zostaly opublikowane
na portalu Most Danych [41, 42] (zob. [50]). Dla poréwnania ze zbiorem MPer [M,],
w ktérym zostaly uwzglednione relacje pierscienia kohomologii, w [49] zostaly opu-
blikowane wszystkie mozliwe zbiory nieparzystych okresow algebraicznych funkcji
quasi-unipotentnych zdefiniowanych na przestrzeni o takich samych grupach homo-
logii jak suma spojna g toruséow.
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Rozdziat 4

Minimalizacja liczby punktow
okresowych w gladkiej klasie
homotopii dla rozmaitosci bez
brzegu

W Rozdziatach 4 i 5 zajmiemy si¢ kolejnym tematem badan dotyczacym minimali-
zacji liczby punktow okresowych w gladkiej klasie homotopii.

Klasyczny problem minimalizacji w teorii punktow statych dotyczy poszukiwania
minimalnej liczby punktow statych w klasie homotopii. Jesli f: M — M jest funkcja
ciagla dzialajaca na zwartej rozmaitosci M wymiaru m > 3, to liczba Nielsena N ( f)
minimalizuje liczbe punktéw stalych (wiecej w [94]):

N(f) = min{# Fix(g) : g ~ [}.

W 1983 roku B. Jiang [70] wprowadzil liczbe N F,.(f) jako dolne oszacowanie liczby
punktéw r-okresowych w klasie homotopii. W 2006 roku J. Jezierski [63] udowodnit,
ze jest to najlepsze oszacowanie dolne tj.

NF,(f) = min{#Fix(¢") : g ~ f}.

Pojawia sie pytanie, co w sytuacji, gdy rozwazymy gladka klase homotopii. Okazuje
sie, ze N(f) wciaz minimalizuje liczbe punktéw statych (B. Jiang [68]), jednak dla
punktéw r-okresowych zachodzi istotna réznica. W cyklu prac [28, 29, 31, 30, 32
G. Graff i J. Jezierski stworzyli gtadkie odgalezienie teorii Nielsena rozpoczynajac
od definicji D"[f] w przypadku rozmaitosci jednospdjnych i uogdlniajac D!*[f] do
NJD,[f], réwniez w przypadku rozmaitosci niejednospdjnych. Pokazali, ze

NJD,(f) = min{# Fix(¢") : g ~ f},

gdzie X oznacza gtadka klase homotopii.

Réznica pomiedzy przypadkiem ciagtym a gtadkim jest dobrze widoczna juz w
przypadku jednosp6jnej zamknietej rozmaitosci M. W tej sytuacji NF,.(f) € {0,1}
(Twierdzenie 5.1 [63]), ale D*[f] jest z reguty wiekszy od 1 (por. Twierdzenie 4.18
oraz Tabela 4.1).

Rozdziat 4 zostal podzielony na 5 podrozdziatéw. Pierwsze dwa zawieraja kon-
strukcje niezmiennika D!™[f] oraz najwazniejsze fakty potrzebne do prowadzenia
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badan. Podrozdzial 4.3 zawiera seri¢ wlasnych wynikéw (w szczegdlnosci Twierdze-
nia 4.13, 4.18, 4.20) uogdlniajacych istniejace juz metody kombinatoryczne w taki
sposob, aby dziataty dla dowolnych punktéw r-okresowych, gdzie r € N. W Pod-
rozdziale 4.4 badamy wartos¢ niezmiennika Dolda dla rozmaitosci 4-wymiarowych z
okreslona forma przeciecia. Wyniki zawarte w Podrozdziale 4.4 pochodza ze wspdl-
nej pracy w grupie badawczej H. Duan, G. Graff, J. Jezierski, A. Myszkowski [60]. W
Podrozdziale 4.5 przedstawimy konstrukcje algorytmu pozwalajacego na obliczenie
D[ f] mod reg, , dla m > 3. Wersja tego algorytmu dla m = 4 zostala przedsta-
wiona w [60].

Istotnosé wynikéw wzmacnia fakt, ze nie dotycza wylacznie niezmiennika D[ f],
ale réwniez badanego w pracach [37, 38| niezmiennika

J[f]—mln{#Ule Nf}

k<r

poniewaz dla wystarczajaco duzych r zachodzi réwnosé J.[f] = DI[f] (Uwaga 2.9
[38]).

4.1 Konstrukcja niezmiennika D[ f]

Definicja 4.1. Cigg liczb calkowitych {c(n)}>2, nazywamy DD™(p) ciggiem, jesli
istniejq: funkcja klasy C* : U — R™, gdzie U C R jest zbiorem otwartym; izo-
lowana orbita p-okresowa P odwzorowania 1, dla ktérego c(n) = ind(y", P). Dla
ustalonego r, skoriczony cigg {c(n)}nr nazywamy DD™(p|r) ciggiem, jesli rownosé
zachodzi dla n € Div(r).

Niezmiennik D!'[f] definiujemy jako najmniejszy rozklad ciagu liczb Lefschetza
na sume DD™(p|r) ciagbw w nastepujacy sposob.

Definicja 4.2. Niech r bedzie ustalong liczbg naturalng, f: M — M bedzie funk-
ciq gtadkq zamknietej jednospoinej rozmaitosci oraz dany bedzie rozklad ciggu liczb
Lefschetza iteracgi {L(f")}nr:

h
L(f") => ci(n) dlanlr, (4.1)
i=1

gdzie {c;}ny s¢ DD™(l;|r) ciggami. Liczbe D[ f] definiujemy jako najmniejsze
l=1;+ -+, ktore mozna otrzymacé w ten sposdb.

Okazuje sie, ze w wielu przypadkach, w Definicji 4.2 zamiast DD™(p|r) ciagéw
mozemy uzywa¢ wytacznie DD™(1|r) ciagow {c¢;}njr, 0 czym moéwi ponizsze twier-
dzenie.

Twierdzenie 4.3 (Twierdzenie 4.2 [32]). Niech M bedzie zamknietq i jednospéjng
rozmaitoscig wymiaru m > 4, wtedy w Definicji 4.2 niezmiennika D™[f] mozemy
rownowaznie uzyé wylgcznie DD™(1|r) ciggow.

Twierdzenie 4.4 (Twierdzenie 3.8 [28]). Niech M bedzie gladkq, zwartg i jedno-
spaing rozmaitoscig wymiaru m > 3 oraz v € N bedzie ustalone. Niech f: M — M
bedzie klasy C*. Wtedy

D[] = min 4 Fix(g").

g~f
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4.2 Indeksy punktéw r-okresowych

W 1983 roku A. Dold sformutowal warunek konieczny (Twierdzenie 1.1 [14)), ja-
ki musi spetnia¢ cigg liczb catkowitych, aby by¢ ciggiem indekséw punktu statego
iteracji pewnej funkcji ciggltej f: U — X, gdzie U C X jest otwartym podzbio-
rem ENR’a X. Dold udowodnit, ze ciag indekséw punktu statego {ind(f™)}>°, musi
spetnia¢ kongruencje Dolda (por. Definicja 2.1 i Twierdznie 2.2).

Niech f: U — R™ bedzie funkcja ciagly zdefiniowana na pewnym otoczeniu
punktu 0 € U C R™. Zalézmy, ze 0 jest jedynym punktem staltym f" dla kazde-
go n € N. Pytamy, jaki ciag liczb catkowitych {c,}32, moze by¢ uzyskany jako
{ind(f™,0)}5°,? W pracach [1] oraz [51] pokazano, ze jesli ciag spelnia kongruencje
Dolda, to istnieje funkcja ciagta f realizujaca dowolny ciag {¢,}5>, dlam > 2 przez
ciag indeksow na jednym punkcie statym.

W gtadkiej klasie homotopii sytuacja znacznie si¢ rozni. W 1974 roku M. Shub
i P. Sullivan [93] udowodnili bardzo mocne ograniczenie méwiace o tym, ze ciag
indekséw punktu statego iteracji funkcji gtadkiej w izolowanym punkcie stalym jest
okresowy. W 1981 roku, S. N. Chow, J. Mallet-Paret i J. A. Yorke [12] pokazali, ze
dla funkcji gtadkiej ciag indekséw moze zostaé przedstawiony jako suma pewnych
elementarnych ciggdéw, ktorych wspotezynniki zalezg od pochodnej funkeji w punkcie
staltym. Prowadzi to do ograniczen, ktore dotycza ciagu indekséw {ind(f™)}>2, dla
f klasy C'. W artykule [12] przypuszczano, ze podane warunki sa réwniez wystar-
czajace do realizacji dowolnego ciggu liczb catkowitych jako ciggu indekséw pewnej
C' funkcji. Potwierdzajaca odpowiedz udzielili I. K. Babenko i S. A. Bogatyi [1]
dla wymiaru 2 oraz G. Graff i P. Nowak-Przygodzki dla wymiaru 3. W 2011 roku
G. Graff, J. Jezierski i P. Nowak-Przygodzki [36] przedstawili rozwiazanie hipotezy
dla dowolnego wymiaru m € N, ktére zaprezentujemy ponizej w Twierdzeniu 4.6.

Definicja 4.5. Wprowadimy nastepujocqg notacje. Przez LCM(H) bedziemy rozu-
miec najmnie)jszqg wspolng wielokrotnosé wszystkich elementow ze zbioru H z zacho-
waniem konwencyi, ze LCM(Q) = 1. Definiujemy zbiér H jako: H = {LCM(Q) :
Q) C H}. Dla liczby naturalnej s oznaczamy L(s) jako dowolny podzbidr liczb na-
turalnych postaci {LCM(Q) : @Q C L,#L = s oraz 1,2 ¢ L}. Podobnie przez
Lo(s) oznaczamy dowolny podzbidr liczb naturalnych postaci {LCM(Q) : @ C L,
#L=s+1oraz1¢ L,2¢€ L}.

Zauwazmy, ze przez L(s) oraz Lo(s) oznaczamy pewne wariacje zbioru H,

w ktorych wyroznione zostaty liczby 1 1 2 oraz wprowadzona zostata moc zbioru
H.

Twierdzenie 4.6. (Twierdzenie 3.1, 3.2 [36]) Niech f: R™ — R™ bedzie funkcjg
klasy C' z izolowanym punktem statym 0 dla kazdej iteracji. Wtedy,

e dowolny cigg lokalnych indekséw iteracji {ind(f™,0)}22, posiada jedng z przed-
stawionych ponizej form: (I) dla m nieparzystych oraz (II) dla m parzystych;

e dowolny ciqg liczb catkowitych, ktory jest w postaci jednej z ponizszych list

moze zostacé zrealizowany jako ciqgg lokalnych indeksow iteracyi pewnej funkcyi
f:R™ — R™ klasy C1, tzn. jest DD™(1) ciggiem;

(I) Dla nieparzystych m:
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(A°) ind(f™,0)= > biregy(n).

kE€Lo(m53)

(B%),(C°),(D°) ind(f",0)= > bueg(n),

keL(™>1)

gdzie

1w przypadku (B°),
by = —1 w przypadku (C°),
0 w przypadku (D°).

(E°),(F°) ind(f",0)= >  buegy(n),

k€La(™57)

gdzie by =1 oraz

by 0  w przypadku (E°),
27\ =1 w przypadku (F°).

(IT1) Dla parzystych m:

(A°) ind(f",0) = Z brreg(n).

kE€La(™54)
(B) ind(",0) = Y byregy(n)
keL(™52)
(C), (D), (E°) ind(f,0)= > bregy(n),
k‘GLQ(MQ_Q
gdzie
1w przypadku (C°),
by = —1 w przypadku (D°),
0 w przypadku (E°).
(F€) ind(f",0) = Y byreg,(n
kEL()
gdzie by = 1.

4.3 Kombinatoryczna postaé¢ niezmiennika D"[f]

Bezposrednie wyliczanie wartosci niezmiennika DI™'[f] jest pracochtonne. Warto wigc
potrzebne elementy, ktore postuza do znajdowania wartosci niezmiennika i zalgo-
rytmizowania obliczen. Wyniki z tego rozdzialu obejmuja $cisle kombinatoryczna
definicje niezmiennikow H(B;l) oraz Hs(B;l), za pomoca ktérych zdefiniujemy
D' f] mod reg, , oraz D]*[f] (o czym méwi Twierdzenie 4.13 i Twierdzenie 4.20).
Tak sformutowana kombinatoryczna definicja dla D;*[f] mod reg, , pozwala efek-
tywnie obliczaé¢ jego wartosé, co zostanie rozwiniete w kolejnych podrozdziatach.
Zauwazmy, ze wiele z DD™(1) ciagéw przedstawionych w Twierdzeniu 4.6 po-
siada ograniczenia w stosunku do wspotczynnikow stojacych przy reg, i reg,. Aby
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doktadnie obliczy¢ wartosé D[ f], musimy posiadaé¢ informacje o wspétezynnikach
by 1 by rozwiniecia okresowego ciggu liczb Lefschetza konkretnej funkcji. W zwiazku z
tym, aby efektywnie oblicza¢ warto$¢ niezmiennika poczatkowo zignorujemy wspot-
czynniki stojace przy reg; i reg,, a nastepnie sformulujemy warunki pozwalajace
wzigé je pod uwage na koncu obliczen.

Konstrukeja rozktadu podzbioru liczb naturalnych B przedstawiona w Definicji
4.7 zostala wprowadzona w pracy [32] podczas badania D!*[f] dla nieparzystych r.
Natomiast oznaczenie H(B;l) i wyodrebnienie konstrukecji do miana definicji wy-
tonito sie w pracy [35], poswieconej zdefiniowanemu w Rozdziale 5 niezmiennikowi
D, (f; M,0M). Ponizej zdefiniujemy ponadto liczbe Hs(B;1), ktéra postuzy do ob-
liczania wartosci D[ f], réwniez dla parzystych r.

Definicja 4.7. Dla skonczonego podzbioru B C N oraz liczby naturalnej | definiu-
jemy H(B;l) jako minimalng liczbe h spelniajgcqg nastepujgce wlasnosci: istniejq
podzbiory By, ..., B, CN, dla ktérych (notacja taka jak w Definicji 4.5)

1. #B; <1,
2. Bc U, B,

Kazdg rodzine zbioréw B = {By,..., By}, spelniajgcg h = H(B;l) bedziemy
nazywaé minimalnym rozkladem zbioru B. Analogicznie definiujemy liczbe Ho(B;1)
zastepujgc warunek (1) warunkiem (1°):

1. #B; <1, gdy2 ¢ B, \% #B; <l+1, gdy 2 € B,

Kazdg rodzing zbioréw By = {Bi,...,Bn} spelniajgcqg warunki (1') i (2) oraz
h = Hy(B;l1) bedziemy nazywaé minimalnym rozktadem z dwéjkq zbioru B.

Istotnie Ho(B; 1) oraz H(B;l) moga przyjmowaé rézne wartosci, na przyktad dla
B ={1,2,3,5} il =2 otrzymujemy Hy(B;l) =1 oraz H(B;l) = 2.

Liczby H(B;l) oraz Hy(B;l) sa dobrze zdefiniowane, o czym méwi ponizszy
lemat.

Lemat 4.8. Niech B C N bedzie skoniczonym podzbiorem oraz | € N. Wtedy istnieje
mainimalny rozktad oraz minimalny rozktad z dwoskq zbioru B.

Dowdd. Wezmy skonczony podzbiér zbioru liczb naturalnych B oraz liczbe natural-
na [. Niech P = { By, ..., Bs} bedzie rodzina wszystkich [-elementowych podzbioréw
zbioru {1,... , max{B}}, gdzie s = #P = (ma"l{B}). Oczywiscie B C U_, B;, stad
rozpatrujac wszystkie mozliwe sumy h zbioréow rodziny P dla h = 1,..., s mozemy
znalez¢ minimalny rozktad zbioru B. Analogicznie znalezZé mozemy minimalny roz-
ktad z dwdjka zbioru B wérdd zbioréw rodziny P, = PU{B; U{2} : B, € P A
i € N}. O

Uwaga 4.9. Dla dowolnego podzbioru liczb naturalnych B zachodzi nieréwnosé
H(B;l+1) < Hy(B;1) < H(B;1).

W przypadku, gdy B jest podzbiorem liczb nieparzystych, zachodzi rownosé
H(B;l) = Ho(B;1).
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Okazuje sie, ze mozemy znacznie ograniczy¢ poszukiwania minimalnego rozktadu
do podzbioréw zbioru Div(LCM(B)). Wtasnosé ta znacznie upraszcza obliczenia
komputerowe wartosci niezmiennika, o ktoérych bedziemy méwi¢ w Podrozdziale 4.5.

Lemat 4.10. Niech B bedzie skoriczonym podzbiorem liczb naturalnych, | € N oraz
h = H(B;l). Wéwczas istnieje minimalny rozklad oraz minimalny rozklad z dwéjkq
zbioru B wsréd podzbiorow zbioru Div(LCM(B)) \ {1} € N tj. istnieje rodzina B' =
{B},...,B}} zbiorow B, C Div(LCM(B)) \ {1} spelniajaca warunki Definicji 4.7.

Dowdd. Niech dany bedzie podzbiér liczb naturalnych B, I € Noraz D = Div(LCM(B))
bedzie pewnym podzbiorem liczb naturalnych. Niech B = {By, ..., By} bedzie mi-
nimalnym rozkladem zbioru B. Zdefiniujmy B = B,ND C D dlai = 1,... h.
Pokazemy, ze rodzina B’ = {Bj,..., B} jest minimalnym rozkladem zbioru B.
Oczywiscie, jesli #B; < [, to rowniez # B, < l. Zauwazmy, ze

B;,nD={LCM(Q):Q C B}nD={LCM(Q):Q C B, A LCM(Q) € D}.

Pokazemy, ze
LCM(Q) e D < Q C D.

Oczywiscie D zawiera wszystkie dzielniki LCM(B), wigc jesli LCM(Q) € D, to
rowniez Div(LCM(Q)) C D, a oczywiscie Q C Div(LCM(Q)). W druga strone,
jesli @ jest podzbiorem dzielnikéw LCM(B), to w sposéb trywialny ich najmniejsza
wspélna wielokrotno§é LCM(Q) réwniez jest dzielnikiem LCM(B). Mozemy wiec
zapisaé

B.ND ={LCM(Q):Q C B; /\LCM(Q) D} = {LCM(Q): Q € B; A Q C D}
= {LCM(Q): Q c B.ND}=B,ND =B,

Z warunku (2) Definicji 4.7 wiemy, ze

h h h h
U = B = Bch(U >HD@BCUBDD: D=7,
i_1 i=1

=1 i—1

Pokazali$my, ze rodzina B’ = {Bj, ..., B}} spelnia warunki Definicji 4.7, wiec jest
minimalnym rozktadem zbioru B. Pozostaje zmodyfikowaé zbiory rodziny B’ w taki
sposéb, aby 1 nie nalezala do zadnego z nich. Jedli 1 € B! dla pewnego i, to mozemy
go zastapic przez zbior B]\ {1}. Wynika to z faktu, ze #B} \ {1} < #B] <[ oraz
Bi\ {1} = B!, wiec zmiana nie wptywa na warunki (1) i (2) Definicji 4.7. Finalnie
B’ jest poszuklwana rodzing.

Dowod istnienia minimalnego rozktadu z dwojka zbioru B wsroéd podzbiorow
zbioru Div(LCM(B)) jest analogiczny, wystarczy zamiast minimalnego rozktadu B
wzia¢ minimalny rozktad z dwojka B i powtoérzy¢ rozumowanie. O]

Definiujac H(B;l) oraz Ho(B;l) dla B C N oraz [ € N zamiast By,...,B, C N
mozemy réwnowaznie uzywaé By, ..., By, C Div(LCM(B))\{1}. Zauwazmy, ze istot-
nie Div(LCM(B)) \ {1} jest najmniejszym mozliwym zbiorem, w ktérym mozemy
szuka¢ minimalnego rozktadu dla dowolnego zbioru B. W sposob trywialny widaé to
na przyktadzie B = Div(LCM(B)), wtedy oczywiscie nie znajdziemy minimalnego
rozktadu zbioru B w zbiorze mniejszym niz Div(LCM(B)) \ {1}. Mniej trywialny
przyktad znajduje si¢ ponizej.
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Przyktad 4.11. Niech B = {3,5,6,10, 15,30} oraz | = 3, wtedy oczywiscie h =
H(B;l) =1, poniewaz B = {{2,3,5}} jest minimalnym rozkladem zbioru B zgodnie
z Definicjq 4.7. Zawwaimy jednak, ze dla D = Div(LCM(B)) \ {1,2} = Div(30) \
{1,2} zbior {2,3,5} C D oraz Zaden inny tréjelementowy podzbior B zawarty w D
nie tworzy rodziny bedgce) minimalnym rozktadem zbioru B.

Whiosek 4.12. Jeslir € N oraz B = Div(r), to istnieje minimalny rozklad (mini-
malny rozklad z dwdjkq) zbioru B taki, ze B = {Bi,...,Bn} (Bo = {Bi,...,Bn})
oraz B; C Div(r) \ {1}.

Ponizsze twierdzenie uogélnia dotychczas znang reprezentacje kombinatoryczna,
przedstawiona w Lemacie 5.4 [32].

Twierdzenie 4.13. Niech M bedzie zamknietg i jednospding rozmaitosciq wymiary
m = dim M > 4, r bedzie liczbg naturalng oraz f: M — M bedzie funkcjg gladkg,
wtedy

m | Hy(AP(f);1) jesli m jest nieparzyste i v jest parzyste,
D[] mod reg, , = { H(AP,.(f);l) w pozostalych przypadkach,

gdzie diim M = 2l 4+ 1 albo dim M = 2I.

Dowod. Rozpocznijmy od rozwazenia przypadku, gdy dim M = 2] + 1 oraz r jest
liczba parzysta. Z Definicji 4.2 bedziemy szuka¢ minimalnego rozktadu ciagu liczb
Lefschetza {L(f")}nr zgodnie ze wzorem (4.1), tj.:

h
L(f") = Z ci(n (4.2)
i=1

dla n|r, gdzie kazdy ciag {c;(n)}nr jest DD™(1|r) ciagiem. Przypomnijmy, Ze peina
lista DD™(1|r) ciagéw znajduje sie w Twierdzeniu 4.6, a ciagi réznia sie od sie-
bie mozliwymi wartosciami wspotczynnikéw by, by oraz wielkoscig zbioru indeksow
sumowania (im wiekszy, tym wiecej wspdétezynnikow b; realizuje ciag).

Poniewaz poszukujemy D;"[f] mod reg; ,, bedziemy ignorowa¢ wspétczynniki
b1 i by rozwinigcia okresowego, zatem ciagi {c;(n)}n)r, ktore moga wystapi¢ w roz-
ktadzie (4.2) mozemy zawsze utozsamic z ciagami typu (E°) lub (F°) wystepujacymi
w Twierdzeniu 4.6 (dla n|r), przy czym cze$¢ z wspélezynnikéw g, wystepujacych
w rozwinieciu okresowym moze by¢ rowne zero:

Z grreg,(n

keLa(l)

Widzimy, ze postaé¢ ciggu zalezy juz tylko od zbioru indekséw, po ktorym su-
mujemy. Z tego wynika, ze kazdy DD?*!(1|r) ciag {c;(n)}n, odpowiada zbiorowi
B; zawierajacemu liczbe 2 oraz co najwyzej | dzielnikow r réznych od 1 i 2, stad

#B; <l+1,2¢€ B; oraz
ci(n) = > geregy(n). (4.3)
kEEi
Z (4.2) wiemy, ze DD?(1|r) ciagi {¢;(n)}n realizuja wszystkie wspolczynniki
byreg; rozwiniecia okresowego

h

L(f") = ;Cz Z Z grreg(n) = Z brregy(n), (4.4)

=1 keB; kEAP-(f)
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dla n|r. Finalnie U, B; € AP.(f), wiec znalezienie minimalnej realizacji ciagu
{L(f")}nr Jjest réownowazne znalezieniu minimalnego rozkladu z dwdjka
By = {Bi,..., By}, zatem D]’[f] mod reg, , = Hy(AP,(f);l). Ponadto dla r nie-
parzystych mamy D)"[f] mod reg, , = Hy(AP.(f);1) = H(AP.(f);1), co wynika z
Uwagi 4.9.

Jedli dim M = 21 jest parzyste, to analogicznie do poprzedniej czesci dowodu po-
szukujemy minimalnego rozktadu ciagu liczb Lefschetza na sume DD™(1|r) ciagéw
(4.2). Pamietaé jednak nalezy, ze zgodnie z Twierdzeniem 4.6 dla wymiaru parzyste-
go, mozliwe ciagi {c¢;(n)},, mozemy utozsamic z ciggami typu (C°), (D), (£°) lub
(F*°). Kazdemu takiemu ciggowi odpowiada zbiér B; zawierajacy co najwyzej 5 = [
dzielnikéw r, przy czym dla ciagdéw typu (C¢), (D¢), (E¢) mamy 1,2 ¢ B;, a dla (F*)
jedynie 1 ¢ B;, ale 2 € B;. Stad #B; < [ oraz zachodzi réwnosé¢ (4.4), z ktorej po-
nownie wynika, ze dla rodziny B = {Bi, ..., By}, D]"[f] mod reg, , = H(AP.(f);1).

O

Whniosek 4.14. Jesli zatozenia powyzszego twierdzenia sqg spetnione oraz r jest liczbg
nieparzystq, to

Dy*[f] mod reg, , = D;"[f] mod reg, = H(AF.(f);1).

Dowdéd. Jedli r jest liczba nieparzysta, to AP,(f) jest podzbiorem liczb nieparzy-
stych, nie trzeba wiec ignorowaé wspotezynnika przy reg,, bo 2 ¢ AP,(f), wiec
D[ f] mod reg,, = D[f] mod reg,. Stad oraz z Uwagi 4.9 otrzymujemy, ze
Hy(AP,(f);1) = H(AP.(f);1), finalnie D"[f] mod reg; = D’[f] mod reg,, =
H(AP(f);1). O

W rzeczywistosci jedynie w matej ilosci przypadkoéw jestesmy w stanie znalezé
doktadna warto$¢ H(AP,(f);1) 1 Ho(AP,(f);1). W dalszej czesci wyprowadzimy
wzér na wartosé tych niezmiennikéw, gdy AP, (f) = Div(r).

Uwaga 4.15. Zauwazmy, ze
D" f] mod reg; , < D"[f] < D;"[f] mod reg, 5 + 1. (4.5)

Istotnie, jesli zachodzi taka potrzeba, mozemy zrealizowaé ciag bireg; + boreg, w
(4.1) przez jeden z dodatkowych ciagéw typu (A°) lub (A°) w Twierdzeniu 4.6.

Ponizszy lemat podaje warunki dotyczace postaci liczb rq i o, dla ktorych war-
tosci niezmiennika Dolda tej samej funkcji sa rowne. Pozwala to na uproszczenie
rozwazanych przypadkow w dowodzie Twierdzenia 4.18 oraz przeprowadzanie obli-
czen za pomocy Algorytmu 1 dla wielu przypadkéw jednoczesnie.

Lemat 4.16. Niech M bedzie zamknietqg i jednospoing rozmaitoScig wymiary
m = dimM > 4, ry, ro bedg liczbami naturalnymi o faktoryzacji vy = pi*...p%,
ro =qi'...q%. Niech f: M — M bedzie funkcjq gladkq takq, Ze AP, (f) = Div(r)
oraz AP,,(f) = Div(ry). Jesli jeden z poniiszych warunkéw jest spetniony:

(1) m jest parzyste i ri, Ty sq¢ dowolne,

(73) m jest nieparzyste i 1, ro posiadaje take samq potege dwdjki w rozkladzie na

czynniki tj. m = 27 py? .. plv iy = 291¢5% ... g,

gdzie p; oraz q; sq liczbami pierwszymi, to D[ f] mod reg; , = D2[f] mod reg, ,.
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Dowdd. Dla liczb naturalnych ry i 79 o rozktadzie na czynniki pierwsze r| = Hle i
oraz 1y = [[¥_, ¢ zdefiniujmy funkcje 7: Div(r;) — Div(ry) w nastepujacy sposob:
jesli x = TIF_, 2 jest faktoryzacja liczby naturalnej z, to

k
T(z) = T(H i) = H Y, gdzie y; = q; jedli x; = p; dla pewnego j.
i=1 i=1
Dla B C Div(r;) oznaczmy B’ = 7(B). Zauwazmy, ze 7 jest bijekcja taka, ze zbiér
liczb naturalnych postaci B = {LCM(Q) : Q C B} przeprowadza na zbioér postaci

/ R

B = +(B) = {r(LOM(Q)): Q € B} = {LOM(r(@)): Q B} _
={LCM(7(@Q)) : 7(Q) Cc 7(B)} = {LCM(Q') : Q" C B'} = B'.

W przypadku, gdy m jest parzyste, to z Twierdzenia 4.13:
D[ f] mod reg, , = H(AP, (f);1) oraz D[ f] mod reg, , = H(AP.,(f);1).

Niech h = D]"[f] mod reg, , oraz B = {B,..., By} bedzie minimalnym rozktadem
zbioru AP,,(f). Rodzina B’ = {Bj,..., B}, }, gdzie B, = 7(B;), spelia warunki (1)
oraz (2) Definicji 4.7 dla AP,,(f) = Div(rs) wiec h = DJ2[f] mod reg; ,.

Przejdzmy do przypadku, gdy m jest nieparzyste. Przypomnijmy, ze dla nieparzy-
stych r zachodzi Ho(AP.(f);1) = H(AP.(f);1), wiec ponownie z Twierdzenia 4.13:

Di[fl mod reg, » = Ha(AP,, (f);1) oraz D[ f] mod reg, o = Ha(AP,(f);1).

Niech h = D] f] mod reg, , oraz By = { By, ..., By} bedzie minimalnym rozktadem
z dwbjka zbioru AP, (f). Poniewaz p; = ¢; = 2, to bijekcja 7 przeprowadza dowolny
zbiér B € By w taki sposéb, ze jesli 2 € B, to 2 € B’ oraz jes§li2 € B,to 2 € B'. W
zwiazku z tym rodzina By = {Bj,..., B}}, gdzie B, = 7(B;) spelnia warunki (1’)
oraz (2) Definicji 4.7 dla AP,,(f) = Div(ry), wigc h = D[ f] mod reg, ,.

O

Uwaga 4.17. Warunki (i), (it) zawarte w Lemacie 4.16 mozna zastapi¢ warunkami
('), (i7) przedstawionymi ponizej:

(/y m = dimM jest parzyste oraz podane multizbiory sa sobie réwne
{aicr =TI it = {ai e =TI2 g
(') m = dim M jest nieparzyste oraz podane multizbiory sa sobie réwne

{ai = H;)=1p?i} = {ai tre = [, qgi}v gdzie py = q1 = 2.

Ponizej zaprezentowane Twierdzenie 4.18 i Twierdzenie 4.20 uogélniaja wyni-
ki przedstawione przez G. Graffa i J. Jezierskiego (odpowiednio Twierdzenie 6.3 i
Twierdzenie 5.5 [32]) opisujac wartosci D"[f] réwniez dla punktéw okresowych o
parzystym okresie minimalnym 7.

Twierdzenie 4.18. Niech M bedzie zamknietq i jednospojng rozmaitoscig wymiary
m=dimM >4, r = p;...p, bedzie iloczynem v réznych liczb pierwszych (v > 1),
f: M — M bedzie funkcjg gltadkg takq, ze AP.(f) = Div(r). Wtedy

21171_1 . 47 . . . .

—_ esli m jest mieparzyste 1 r jest parzyste,
D;n[f] mod reg, , = 231_—11 -‘ J J p Y J p Y

21—11 w pozostatych przypadkach,

gdzie m = 20 + 1 lub m = 21.
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Dowdd. Niech r = py ...p, bedzie liczba nieparzysta, gdzie v > [. Z Twierdzenia 6.3
[32] wiemy, ze D"[f] mod reg, = [%W 7 drugiej strony na podstawie Wniosku
4.14 wiemy, ze dla nieparzystych r wspotczynnik przy reg, nie wpltywa na wartoscé
niezmiennika, wiec zachodzi réwnosé
2 —1
D}"(f) mod reg, , = D'(f] mod regy = | 5|

Zatozmy, ze p1 = 2 tj. r = 2 - py...p, jest liczbg parzysta. Rozpoczniemy od roz-
patrzenia przypadku, gdy m = dim M jest liczba parzysta. Wezmy liczbe niepa-
rzysta ro = Py - P2 ...DPy, bedaca iloczynem v roéznych liczb pierwszych. Z Lema-
tu 4.16 w przypadku, gdy m jest parzyste zachodzi rownos¢ D;"[f] mod reg,, =
DJ’[f] mod reg, ,, stad mozemy uzy¢ udowodnionego juz dla liczb nieparzystych
wzoru

2" —1
D" [f] mod reg, , = { w :

2l —1

Rozwazmy ostatni przypadek, gdy m = dim M jest liczbg nieparzysta. Z Twier-
dzenia 4.13 mamy D]"[f] mod reg,, = Hy(AP,(f);l). Chcemy znalez¢ wartosc
Hy(Div(r); 1), a wiec poszukujemy minimalnego rozktadu z dwdjka zbioru Div(r).
Jesli v = [, to B = {{p1,...,pv}} jest minimalnym rozkladem z dwdjka, wiec
Hy(Div(r);l) = 1. Zalézmy, ze v > [ + 1, wtedy dla nieparzystego § ponownie
mozemy skorzysta¢ z Twierdzenia 6.3 [32]. Mamy

h= D}, [f] mod reg, , = Ha(Div(r/2);1) = H(Div(r/2):1) = Pg_ﬂ /

a wiec istnieje minimalny rozktad B = {By, ..., B,} spehiajacy warunki (1) i (2)
Definicji 4.7. Zdefiniujmy rodzine By = {Bj,...,B}}, gdzie B, = B; U {2} dla
kazdego ¢ = 1,..., h. Pokazemy, ze By jest minimalnym rozktadem z dwdjka zbioru
Div(r). Poniewaz rodzina B spelnia warunek (1), to rodzina By spelnia warunek
(1°). Jedli b € B;, to b, 2b € B, wicc z faktu, ze B spetnia warunek (2) dostajemy

Dwvy:Dw(;)UQ-Dw<g>u{2}c£23;

Wynika z tego, ze By jest rozkladem spemiajacym warunki (1') i (2) (nie wiemy
2011
21

jeszcze, czy minimalnym), wiec Ho(Div(r);l) < h = [ 1 Podsumowujac przed-

stawione oszacowania otrzymujemy

= o 5)2) = o 5) ) < e < [

Finalnie B, jest minimalnym rozkladem z dwojka zbioru Div(r) oraz

T’l—ll

D" f] mod regy o = Hy(AP.(f);1) = { 9l _ 1

Uwaga 4.19. Jesli w zatozeniach Twierdzenia 4.18 przyjmiemy 1 < v <[, to

D[ f] mod reg; , = 1.
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Twierdzenie 4.20. Niech M bedzie zamknietq i jednospojng rozmaitosciqg wymia-
rum = dim M > 4, r bedzie liczbg naturalng oraz f: M — M bedzie funkcjqg gladkq.

Jesli m = 2l + 1 jest liczbg nieparzystq, By jest minimalnym rozktadem z dwijkq

zbioru AP,(f) takim, Ze E ={B;:2 € B;} oraz O ={B; : 2 ¢ B;}, to

D[ f] mod reg; , gesli O # 0 i |L(f) — #E| < #0 lub
O =01 L(f) = #E i0< L(f) — L(f) < 24E
D[f] = lub istnieje minimalny rozkiad z dwdjkq By taki,
ze #(B; \ {2}) < 52+ dla pewnego 1,
D' f] mod reg, , + 1w pozostatych przypadkach.

Jeslim = 2l jest liczbg parzystq, B jest minimalnym rozktadem zbioru AP.(f) takim,
e E={B;:2€ B;} oraz O ={B,;: 2 ¢ B}, to

DP(fjmodreg,, jesli |L(f) — #0| < #F
lub istnieje minimalny rozklad B taki, ze
#B; < 5 dla pewnego 1,

D*[f] mod regy , + 1  w pozostatych przypadkach.

DI[f] =

Dowdd. Rozwazmy przypadek dlam = 2[+1. Niech By = {By, ..., By} bedzie mini-
malnym rozktadem z dwojka zbioru AP.(f). Jesli dla pewnego i
#(B; \ {2}) < ™ wtedy B; mozemy utozsami¢ z ciggiem typu (A°), dla ktére-
go wspoélezynniki stojace przy reg; i reg, sa dowolne.

W przypadku, gdy #(B; \ {2}) = %5+ dla kazdego i, uzywamy #0O ciagéw typu
(B°), (C°), (D°), dla ktérych wspoétezynnik przy reg, nalezy do zbioru {—1,0,1}
oraz #FE ciagéw typu (E°), (F°), dla ktérych wspotezynnik przy reg, réwny jest 1,
a wspolezynnik przy reg, nalezy do zbioru {—1,0}. Jesli O # 0, to jeden z ciagéw
(B°), (C°), (D°) realizuje wspotezynnik przy reg,, a wspétezynnik przy reg; réwny
L(f) spelia nier6wnosé

4B —#0 < L(f) < #E + #0 & |L(f) — #E| < #0. (4.6)

Z kolei jesli O = ), to musimy uzywaé wylgcznie #FE ciagéw typu (E°), (F°), dla
ktérych wspotezynnik przy reg; jest réwny 1, a wspélczynnik przy reg, nalezy do
zbioru {—1,0}, stad nieréwnos¢ (4.6) przybiera posta¢ L(f) = #FE oraz wspdtczyn-
nik by rozwinigcia okresowego {L(f™)}22, réwny ze wzoru (2.4) by = L(L(f)—L(f?))
musi spetnia¢ nieréwno$é

1

—#E <
# 2

(L(f) = L(f*)) <0 0 < L(f*) = L(f) < 2#E.

W pozostatych przypadkach powinnismy uzy¢ dodatkowo jednego ciag typu (A°),
ktory realizuje wspotezynnik przy by .

Rozwazmy przypadek dla m = 2[. Niech B = {By, ..., B,} bedzie minimalnym
rozktadem zbioru AP, (f). Zauwazmy, ze zaden z ciagéw postaci (A¢), ..., (F*) nie
posiada ograniczen na wspolczynnik stojacy przy reg,, zatem wystarczy, ze bedziemy
analizowali wartosci wspotezynnika przy reg;. Jesli dla pewnego i #(B;\{2}) < mT_Z,
wtedy B; mozemy utozsamié z ciagiem typu (A€), gdy 2 € B; lub (B°), gdy 2 ¢ B;,
dla ktérego wspotezynnik stojacy przy reg, jest dowolny.
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W przypadku, gdy #(B; \ {2}) = F dla kazdego i, uzywamy #E ciagéw typu
(C*), (D°), (E°), dla ktérych wspolezynnik przy reg; nalezy do zbioru {—1,0,1}
oraz #0 ciagéw typ (F°), dla ktérego wspoélezynnik przy reg, jest réwny 1. Za-
tem sumujac ciagi, otrzymujemy, ze wspotczynnik przy reg, réwny L(f) powinien
speliac¢ nierownosé

#0 — #E < L(f) < #0 + #E & |L(f) — #0| < #E.

W pozostalych przypadkach powinni$my uzyé¢ dodatkowo jednego ciagu typu (A€)
lub (B¢), ktory realizuje wspotezynnik przy b;. O]

Whniosek 4.21. W przypadku, gdy r jest liczbg nieparzystq, to zbior E zdefiniowany
w Twierdzeniu 4.20 jest zbiorem pustym, a teza przyjmuje postac z Twierdzenia 5.5

[32].

4.4 D! f] dla 4-wymiarowych rozmaitosci z okre-
Slong forma przeciecia

Przypomnijmy, ze macierz A = [a;;]nx, Dazywamy unimodularng, jesli det A = £1.

Twierdzenie 4.22 (Twierdzenie 1.5 [22]). Dla dowolnej unimodularnej i syme-
trycznej macierzy catkowitoliczbowej A = [a;j|nxn istnieje jednospojna rozmaitosé
4-wymiarowa My oraz baza drugiej grupy kohomologi

{wi,...,wn} T H™(My;Z)

taka, Ze a;; spelniajg rownosé w; — w; = a;; - wy, gdzie wy € H?(Ma; Z) = Z jest
generatorem 4-tej grupy kohomologit rozmaitosci M 4.
Przeciwnie, dla dowolnej jednospojne) rozmaitosci M wymiaru 4 z bazq drugiej grupy
kohomologii

{wi,...,wn} CH®(M;Z),

macierz catkowitoliczbowa A = [a;;]nxn 2definiowana przez relacje w; — w;j = a;j -
wa, jest unimodularna oraz symetryczna.

Pojawiajaca si¢ w Twierdzeniu 4.22 macierz A = [a;j]xn bedziemy nazywacé for-
mq  przeciecia  jednospdjnej  rozmaitosci M wymiaru 4 w  bazie
{wi,...,wn} C H®2(M;Z).

Niech M bedzie jednosp6jng rozmaitoécia wymiaru 4. Przez [M, M| bedziemy
oznacza¢ zbior wszystkich klas homotopii funkcji f: M — M, a przez
Hom(H?*(M), H*(M)) zbi6r wszystkich homomorfizméw h: H*2(M;Z) — H*2(M;Z).
Oczywiscie zbior homomorfizméw indukowanych funkcji f: M — M jest podzbio-
rem zbioru wszystkich homomorfizméw Hom(H**(M;7Z)), H*2(M;Z)) (czesto jest
to podzbiér wlasciwy). Zauwazmy, ze Hom(H*?(M;Z), H**(M;Z)) mozna utozsa-
mi¢ z podzbiorem M (n) macierzy kwadratowych stopnia n w taki sposéb, ze dowolna
funkcja f: M — M indukuje homomorfizm f*2>: H**(M;7Z) — H**(M;Z), ktéremu
mozna przypisa¢ pewng macierz catkowitoliczbowa P = [p;j]nxn € M(n) spelniajaca
roOwnanie
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fr(wr) w1
: =P

fr(wn) wy,
Zdefiniujmy odwzorowanie g, ktore klasie homotopii [f] € [M, M] przyporzadkowuje
macierz P homomorfizmu indukowanego f*2: H**(M;Z) — H**(M;Z) (gdzie f jest
dowolnym reprezentantem klasy homotopii). W ten sposéb otrzymujemy odwzoro-
wanie g ze zbioru klas homotopii [M, M] funkeji ciagltych postaci f: M — M w
zbior M (n) macierzy kwadratowych stopnia n

g: [M, M] — M(n) = {[pijl,, v, | Pij € Z}.

Okazuje sie, ze zbiér klas homotopii jest wzajemnie jednoznaczny z pewnym pod-
zbiorem zbioru macierzy kwadratowych stopnia n, o czym méwi ponizsze twierdzenie
udowodnione przez H. Duana i S. Wanga (Diagram (1.1) w Twierdzeniu A’ [17]).

Twierdzenie 4.23. (Twierdzenia A’ [17], Diagram (1.1)) Niech M bedzie jedno-
spojng rozmaitoscig wymiaru 4 z bazqg {wi, ... ,w,} C H*2(M;Z) drugiej grupy ko-
homologii. Funkcja g indukuje bijekcje pomiedzy [M, M| i podzbiorem M (n) postaci

{Pe M(n): PAP" = k- A, ke€Z}, (4.7)
gdzie P = g[f] oraz k = deg(f).

Bezposrednia konsekwencja Twierdzenia 4.23 jest nastepujacy wniosek.

Whniosek 4.24. Niech [f] € [M, M] bedzie klasg homotopii funkcji f: M — M,
wtedy

1. L(f) =1+ tx(g([f])) + deg f.

W szczegolnosci
2. L(f") =1+ te(g([f])") + (deg f)"

Uwaga 4.25. Niech M bedzie jednospdjna rozmaitoscia wymiaru 4, ktérej forma
przeciecia zadana jest przez macierz A. Twierdzenie 4.23 redukuje problem klasyfi-
kacji funkcji f: M — M do arytmetycznego problemu znajdowania rozwiazan (P, k)
ukladu réwnan kwadratowych PAPT = k- A w pierécieniu liczb catkowitych. Za-
uwazmy, ze kazde rozwiazanie (P, k) odpowiada pewnej funkcji f: M — M, ktorej
ciag liczb Lefschetza iteracji jest postaci L(f") = 1 4 tr(P™) + k™ z Wniosku 4.24.

4.4.1 AP.(f) dla 4-wymiarowych rozmaito$ci z okreslong for-
ma przeciecia

W tej czesci opiszemy zbior AP,.(f) okresow algebraicznych dla funkcji zdefiniowa-
nych na rozwazanych 4-wymiarowych rozmaitosciach z okreslona forma przeciecia
(dodatnio lub ujemnie). W tym podrozdziale nie zaktadamy gtadkosci funkcji f.
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Definicja 4.26. Mowimy, ze macierz kwadratowa A jest podobna do macierzy kwa-
dratowej B, jesli istnieje nieosobliwa macierz C' spetniajgca réwnanie A = C~1BC.

Latwo zauwazy¢, ze macierze podobne maja takie same wartosci wlasne. Roz-
pocznijmy od dowodu dwoch przydatnych lematow.

Lemat 4.27. Rozwazmy réwnanie macierzowe
PAPT = A, (4.8)

gdzie A, P € Myysxm(R) oraz A jest dodatnio okreslong macierzq symetryczng. Wte-
dy P jest podobna do macierzy ortogonalney.

Dowaéd. Wezmy rozktad Cholesky’ego macierzy symetrycznej A na iloczyn macierzy
Q i Q" postaci A = QQ7, gdzie Q € M,ym(R). Wtedy réwnanie PAPT = A
mozemy przedstawi¢ w nastepujacy sposob

P-QQ"-P" = QQ" ie. Q7' PQQTPT(Q") " = I

Otrzymujemy (Q1PQ) - (Q7'PQ)T = I, co oznacza, ze Q ' PQ jest ortogonalna.
]

Lemat 4.28. Rozwazmy réwnanie macierzowe
PAPT =k - A (4.9)

gdzie A, P € Mp,xm(R), & € N oraz A dodatnio okreslong macierzq symetryczng,
wtedy

trP| < m - Vk. (4.10)

Dowdd. Zauwazmy, ze PAPT = kA <= (zP)A(zP)" = A. 7 Lematu 4.27

(ﬁP) jest podobna do pewnej macierzy ortogonalnej P’. Z drugiej strony, wszystkie
wartosci wlasne macierzy ortogonalnej sa co do modutu réwne jeden, stad [trP'| < m.
Finalnie otrzymujemy nierownosé

1 1
tr| —=P || = —=[trP| < m.
(x/E )‘ \/E| |

O

Biorac pod uwage fakt, ze jesli stopien topologiczny odwzorowania f jest réwny
k, to stopien f" jest réwny k™. Otrzymujemy nastepujacy wniosek.

Whniosek 4.29. Jesli zalozenia Lematu 4.28 sq speinione, to zachodzi oszacowanie
dla P™:
[trP"| < m - VE™. (4.11)

Jestesmy gotowi, aby udowodnié¢ gtéwne twierdzenie w tym podrozdziale, tzn.
wyznaczajace zbior AP, (f) dla pewnej klasy odwzorowan jednospéjnych rozmaitoscei
wymiaru 4 w siebie.
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Twierdzenie 4.30. Niech M bedzie jednospoing rozmaitoscig wymiaru 4 odpowia-
dajgcqg (w rozumieniu Twierdzenia 4.22) unimodularnej, symetrycznej i dodatnio
okreslonej macierzy catkowitoliczbowej A = [a;j|mxm. Dodatkowo niech f: M — M,
deg(f) = k > 1. Wtedy prawdziwe sq ponizsze stwierdzenia, okreSlajgce warunki,
dla ktorych wspétczynniki b, rozwiniecia okresowego liczb Lefschetza (danego wzo-
rem: by = = 37, (F)L(f')) sq niezerowe:

(1) istnieje kg takie, ze dla wszystkich funkcji, ktorych stopien
k > ko(m) = 6(m + 1) wspdtczynniki b, # 0 dla wszystkich n,

(2) dla kazdej funkcji z zadanym stopniem k istnieje no(k, m) takie,
ze dla wszystkich n = ng(k, m) = 210g%k(2(1 +m)) zachodzi b, # 0.

Dowdd. Ustalmy liczby naturalne & > 1 oraz m i rozpocznijmy od znalezienia osza-
cowania postaci
|nb7l| > W(”v ka m)a

nastepnie ustalimy, kiedy W (n, k,m) przyjmuje wartosci dodatnie.
Z Whniosku 4.24 wyznaczajacego wartosé liczb Lefschetza L(f!) otrzymujemy:

[nbu] = | u(n/DL(|Z LM = | Y2 w(n/DL(f)
ln ln,l#n
=|L(f") =] > wln/DA+Te(P') + &)
fntn (4.12)
> |L(M) =] 2 u(n/O(Te(P) +K) + > M(n/l)‘
ln,l#n ln,l#n
> LM = D2 le(/DI(Te(PY)] + &) -1,

lIn,l#n

gdzie ostatnia nieréwno$¢ wynika z faktu, ze >, u(n/l) = 0.
Zastosujmy Wniosek 4.29 oraz fakt, ze p przyjmuje wartosci ze zbioru {—1,0, 1}.
Kontynuujac ciag nier6wnosci z (4.12) otrzymujemy

[nba| > |L(M| = 32 (mk? +K) = 1> [L(f")] = (2v/n = D(mk? + k%) — 1
lIn,l#n
(4.13)
Ostatnia nierownos¢ jest konsekwencja faktu, ze liczbla dzielnikéw liczby n jest mniej-
sza lub réwna od 24/n (por. [11]) oraz funkcja 2|k|2 + |k|' jest rosnaca ze wzgledu
na [.
Z drugiej strony z nieréwnosci (4.11) we Wniosku 4.29 otrzymujemy

IL(f™)] = |1+ Te(P") + k" > |E" + 1| — | Te(P™)| > k" —mk? +1.  (4.14)
Finalnie stosujac (4.13) i (4.14) otrzymujemy

Inby| = W(n,k,m) = k™ —mk? — (2v/n — 1)(mkT + k?%). (4.15)

W nastepnej czesci dowodu skupimy sie na stwierdzeniu (1) zawartym w tezie.

Przypomnijmy, ze k > 1in € N. Oczywidcie jesli k" — (m+(2y/n—1)(m-+1))kz > 0,

to |nb,| = W(n,k,m) > 0. Mozemy rozwigza¢ nieréwnoéé¢ podstawiajac t = k= i
otrzymujemy
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k2 >2(1+m)vn — 1. (4.16)

Teraz mozemy sprecyzowa¢ warunek na stopien topologiczny k, dla ktoérego
wszystkie wspotezynniki b; rozwiniecia ciggu liczb Lefschetza sg niezerowe. Zauwaz-
my, ze dla k2 > 2(1 + m)+/n zachodzi |nb,| = W(n,k,m) > 0.

7 drugiej strony obie strony nieréwnosci k2 > 2(1+m)+/n sa dodatnie, wiec jest

ona réwnowazna nieréwnosci
k> {/(2(1+m))2n. (4.17)
Stosujac nieréwnodci 2 > /n oraz (2(1+m))? > {/(2(1 + m))?, otrzymujemy

oszacowanie zalezne wylacznie od m tj. dla kazdego k > k takiego, ze ko = 6(m—+1)?
mamy |nb,| = W(n,k,m) > 0, wigc b; # 0 dla wszystkich i € N.

Finalnie ostatnia czes¢ dowodu bedzie poswiecona stwierdzeniu (2) zawartemu
w tezie. Niech m € N bedzie ustalone, dla dowolnej liczby naturalnej £ > 1 mamy

k> ‘;’c/(zu +m))2 = k> {201 +m))2/n

3
2

oraz

E>-201+m))?<n> QIOg%k(Q(l +m)),

wiec istnieje ng(k,m) = 2 loggk(2(1+m)) takie, ze dla kazdego n > ng(k, m) zachodzi
nieréwnosé (4.17), a wiec W(n, k, m) przyjmuje wytacznie dodatnie wartosci, stad
rowniez b, # 0, co dowodzi stwierdzeniu (2). O

Whniosek 4.31. Niech spelnione bedq zatozenia Twierdzenia 4.30, gdzie rozmaitosé
M 4 jest reprezentowana przez macierz A stopnia 2, wtedy wspotczynniki b, sq rézne
od 0 dla dowolnego n € N oraz k > 1 z wyjgtkiem nastepujgcych przypadkow:

o k=2Anc¢e {1,234},
e k=3Ane{l,2},
o k=4Ane{l,2}.

Dowdd. Niech m = 2, z punktu (1) Twierdzenia 4.30 wiemy, ze dla k > ky = 54
wspOlezynniki b, # 0 dla wszystkich n € N, natomiast z punktu (2) mamy, ze b,, # 0
dlan > ny = log 2 ,(6) oraz dowolnego k. Biorac pod uwage oba punkty wystarczy, ze
sprawdzimy czy wartos$¢ b, # 0 w przypadkach, gdy 2 < k <5411 < n < log%k(G).
Aby to zrobié¢ uzyjemy nieréwnosci (4.13) wyprowadzonej w dowodzie Twierdzenia
4.30:

[nbu] > ILOf") = | D2 p(n/D(1+ Te(P') + k)| >
fn 7 (4.18)
> k" —mk2 — | Y u(n/)(1+ mk? + )
lIn,l#n

Nastepnie obliczajac przypadki jeden po drugim otrzymujemy, ze |nb,| > 0 dla
wszystkich przypadkéw oprocz tych zawartych w tezie.
]
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4.4.2 Funkcje gltadkie 4-wymiarowych rozmaitosci z okreslo-
ng forma przeciecia

W dalszej czesci pracy powracamy do rozwazania funkcji gtadkich. Bedziemy rozwa-
zac¢ rozmaitosci gtadkie z okreslong forma przeciecia, stad z twierdzenia Donaldsona
[15] wiadomo, ze forma przeciecia A jest identycznoscig lub minus identycznoscia.
Wynika stad, ze z doktadno$cia do homeomorfizmu mamy jedynie dwie rozmaitosci
gtadkie wymiaru 4 z okreslong forma przeciecia:

A=1Id: CP?*#CP?4#...#CP?, (4.19)

A=—Id: CP*#CTP’4---#CDP’, (4.20)

. , 2
gdzie CP? oznacza zespolong przestrzen rzutowa, a CP~ oznacza zespolona prze-
strzen rzutowq z przeciwng orientacja.

Uwaga 4.32. 7 Twierdzenia 4.23 wynikaja ograniczenia (czasami bardzo duze) na
mozliwe wartosci stopnia topologicznego k = deg(f) funkcji f (por. [17]). W przy-
padku rozwazanych przez nas rozmaitosci oczywistym ograniczeniem wynikajacym z
réwnania (4.7) jest k > 0 (poniewaz slad jest suma kwadratow). Mozemy wiec zasto-
sowaé Twierdzenie 4.30 dla wszystkich funkcji o niezerowym stopniu topologicznym
zdefiniowanych na naszych modelowych rozmaitosciach (4.19) i (4.20).

W pracy [2] D. Barali¢ przeprowadzit dyskusje na temat mozliwych stopni funkc;ji
zdefiniowanych na sumach spdojnych zespolonych przestrzeni rzutowych (w Podroz-
dziale 4) oraz innych 4-rozmaitosciach.

Uwaga 4.33. Zauwazmy, ze réwnanie (4.7) jest takie samo dla A = Id oraz
A = —Id. Z tego powodu w dalszej czesci pracy rozwazania beda przeprowadza-
ne dla sumy spdjnej zespolonych powierzchni rzutowych (4.19) majac na uwadze,
ze takie same wyniki prawdziwe sg réwniez dla przestrzeni rzutowych z przeciwna
orientacja (4.20).

W nastepnym twierdzeniu pokazemy, ze zbiér AP(f) dla odwzorowan gtadkich
sumy spojnej dwoch zespolonych powierzchni rzutowych jest tozsamy ze zbiorem
liczb naturalnych.

Twierdzenie 4.34. Niech f: CP*#CP?* — CP*#CP? bedzie funkcjq gladkq, ktorej
stopien jest rowny deg(f) =k > 1, wtedy AP(f) = N.

Dowéd. Forma przeciecia rozmaitosci CP?#CP? dana jest przez macierz identycz-
nosciowa stopnia 2. Z (4.7) otrzymujemy:

10 ! 10

PAPT — k. A« P11 P12 P11 P12 —k ‘ (4.21)
P21 P22 01 P21 P22 0 1

7 réwnania macierzowego (4.21) otrzymujemy réwnosci k = p?, + p?, oraz

k = p3, + p3,, wicc istnieje tylko skoriczenie wiele mozliwych macierzy P spetniaja-
cych (4.21). Zauwazmy, ze k = 2 = (1) + (£1)?, k = 3 nie moze zosta¢ roztozone
na sume dwéch kwadratéw liczb calkowitych, k = 4 = (£2)%. Z (4.21) wynika, ze
wiersze (réwnowaznie kolumny) macierzy P dla k = 2 sa kombinacjami +1, a w
przypadku k& = 4 sg to kombinacje £2 i 0 przedstawione ponizej:
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Majac dane mozliwe postaci macierzy P, mozemy zastosowa¢ wzor na liczbe
Lefschetza zawarty we Wniosku 4.24:

L(f") = 14 te(P") + (deg f)",

a nastepnie bezposrednio ze wzoru (2.4) dla ciagu { L(f™)}22, obliczy¢ wspotezynniki
b, rozwiniecia okresowego ciggu liczb Lefschetza dla przypadkow k& = 2,
n € {1,2,3,4} oraz k = 4, n € {1,2}. W kazdym z przypadkéw otrzymujemy

by = i;u(?) L(fY) £ 0.

Z Whniosku 4.31 mamy, ze dla pozostaltych przypadkéw zachodzi b, # 0, wiec finalnie
AP(f) =N. 0

4.4.3 Punkty okresowe odwzorowan transwersalnych

W tej czesci wykorzystamy opis okresow algebraicznych AP(f) podany w Twierdze-
niu 4.30, aby okresli¢ istnienie punktéw okresowych o danym okresie minimalnym dla
funkcji transwersalnych. Rozwazamy funkcje transwersalng f: CP?# - .- #CP* —
CP?*# .- #CP?, tj. taka, ktéra jest klasy C' oraz w dowolnym punkcie okresowym
x € P(f) o okresie minimalnym ¢ € N jedynka nie nalezy do spektrum pochodnej
i-tej iteracji f w punkcie z (1 ¢ o(Dfi(x))).

W kolejnym twierdzeniu uogdlnimy w wymiarze n = 4 wynik rezultatu Guirao
i Llibre (Twierdzenie 2 [59]), ktorzy opisali zbiér minimalnych okreséw dla funkcji
transwersalnych n-wymiarowych zespolonych powierzchni rzutowych w siebie.

Twierdzenie 4.35. Niech f bedzie odwzorowaniem transwersalnym sumy spojnej
m zespolonych powierzchni rzutowych w siebie stopnia deg(f) = k.
Zatozmy, zZe jeden z ponizszych warunkow jest spetniony:

(i) k> 6(m+1)?,
(ii) k > 1 jest dowolne oraz m = 2,
(iir) k> 1 orazm > 1 sq dowolne oraz i > 2logz,(2(1 +m)).

Wtedy i € Per(f), jesli i jest nieparzyste; i € Per(f) albo i/2 € Per(f), jesli i
jest parzyste.

Dowdd. Rozwazmy punkt zy o okresie minimalnym ¢ oraz jego orbite Of(zg) =
{zo, f(0), .., [ (x)}. Wtedy z (2.8) wiemy, ze istnieja tylko cztery postaci cig-
gow indeksoéw punktu statego orbit:
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reg;(n),
: n _ —reg; (77,),
AU O = e () — reg () 22
—reg;(n) + regy;(n).
Z drugiej strony ze wzoru Lefschetza-Hopfa (Twierdzenie 1.18) mozemy przedstawié
ciagg liczb Lefschetza w nastepujacej postaci:

M= Y mdfmn) =Y Y ind(f"0). (4.23)

z€Fix(f™) i O€O0rb;(f)

gdzie Orb;(f) oznacza zbidr i-orbit funkeji f oraz kazda orbita O ma indeks postaci
(4.22). Reprezentujemy {L(f")}2, w postaci rozwiniecia okresowego (2.3):

L(f") = ibiregi(n). (4.24)

Poréwnajmy teraz wzory (4.24) z (4.23). Z jednej strony z Twierdzenia 4.30 i Twier-
dzenia 4.34 dla k,m oraz i spetniajacych jeden z warunkéw (i)-(iii) mamy b; # 0,
z drugiej strony we wzorze (4.23) mamy sume indekséw orbit postaci (4.22). Bio-
rac pod uwage, ze wplyw na wartos¢ b; maja indeksy orbit punktéw okresowych o
okresie i lub /2 otrzymujemy teze. ]

4.4.4 Warto$é D?[f] dla r bedacego iloczynem réznych liczb
pierwszych

Posiadamy juz metody kombinatoryczne znajdowania D[ f] przedstawione w Pod-
rozdziale 4.3 (m.in. Twierdzenie 4.13), jednakze, aby ich uzy¢ musimy znaé¢ zbior
okreséw algebraicznych AP,(f). W tym rozdziale postaramy sie wyznaczy¢ zbior
AP,(f) dla funkcji okreslonych na pewnej podklasie rozwazanych przez nas rozma-
itosci 4-wymiarowych.

W ogélnosci znajdowanie D?[f] jest trudnym zadaniem, jednak w niektérych
przypadkach warto$¢ niezmiennika moze zosta¢ doktadnie wyznaczona.

Twierdzenie 4.36. Niech f bedzie funkcjg gladkg sumy spojnej m zespolonych po-
wierzchni rzutowych, deg(f) = k oraz r = py...p, bedzie iloczynem réznych liczb
pierwszych.

Zatozmy, ze jeden z pomizszych warunkow jest spetniony:

(i) k> 6(m+1)%
(ii) k> 1 jest dowolne oraz m = 2.

Wtedy warto$é D[ f] mod reg; o zalezy wylgcznie od v 1 jest rowna

u + (_1)v+1

Df[f] mod regy o = 3

(4.25)
Jesh
(11i) k > 1 orazm > 1 jest dowolne oraz i > 210g§k(2(1 +m)) = rg, wtedy

69



21/ o 1 G 21) _1 s+1
+ #G(ro) < D[ f] mod reg; 5, < L, (4.26)
3 3 ’ 3
gdzie v' oznacza liczbe elementéw w zbiorze {p1, -+ ,pu}, ktdre sq > rq oraz

G<T0> = {6'7“ : B PEONA E|a|7',a;é1 a<r1g A Oé’ﬂ}

Dowdéd. Zauwazmy, ze dla v = py...p, przy zatozeniu (i), (ii) z Twierdzenia 4.30
otrzymujemy, ze AP(f) = N (a wiec rowniez AP, (f) = Div(r)), stad z Twierdzenia
4.18 mamy

v v v+1

D;[f] mod reg, , = V _W :2 + (=) :
’ 3 3

To konczy dowdd wzoru (4.25).

W celu udowodnienia (4.26) zauwazmy, ze z Twierdzenia 4.30 wspotczynniki b;
rozwiniecia okresowego liczb Lefschetza postaci (4.24) sa rézne od 0 dla i > ro, gdzie
ro jest ustalong liczba. Zalézmy, ze dokladnie s’ liczb sposréd zbioru liczb pierwszych
{p1, -+ ,ps} jest wiekszych lub réwnych od r.

Ponownie korzystajac z Twierdzenia 4.18 otrzymujemy, ze aby zrealizowaé¢ nie-
zerowe wspétezynniki o indeksach LCM({p1,--- ,ps}), potrzebujemy co najmnie;

2 3 ! DD*(1) ciagéw. Z drugiej strony wiemy juz, ze potrzeba maksymalnie w

ciagéw, aby zrealizowa¢ Div(r). W konsekwencji otrzymujemy oszacowanie

/

20 =1
3

9s + (_1)s+1

< D;[f] mod reg; 5 < 5

(4.27)
Jednakze mozemy wzmocni¢ dolne oszacowanie (4.27) przez wziecie pod uwage ele-
mentéw zbioru G(rg). G(rg) zawiera dzielniki 3 liczby r, ktore spelniaja, nier6wnosé
B = ry, ale same dziela sie przez liczby a < ro. Oczywiscie takie liczby 3 zawieraja
sie w AP, (f) stad nalezatoby je uwzgledni¢ w oszacowaniu. Kazdy DD*(1) realizuje
co najwyzej 3 regi, wiec aby zrealizowaé wszystkie ciagi bazowe reg, dla i € G(r),
potrzeba co najmnie; (%(m)} DD*(1). To koficzy dowdd oszacowania (4.26). [
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4.5 Algorytmiczne podejScie do znajdowania
DZT‘[f] mod IegZy o

W Podrozdziale 4.3 przedstawilismy metody kombinatoryczne badania wartosci
D[ f] mod reg, ,. Niestety trudnoé¢ obliczania wartodci niezmiennika zwicksza si¢
bardzo szybko wraz ze wzrostem liczebnosci zbioru AP, (f). Warto wiec wyprowadzi¢
algorytm, ktéry pozwoli na przeprowadzenie obliczen komputerowych. Algorytm ob-
liczania D"[f] mod reg; dla nieparzystych r zostal wprowadzony w [52]. Ponizej
przedstawimy algorytm znajdowania D;"[f] mod reg, , dla dowolnych 7 € N.

W Twierdzeniu 4.34 pokazalisSmy, ze zbior okresow algebraicznych AP(f) funkcji
f: CP*#CP?* — CP*#CP? pokrywa sic z N. W konsekwencji AP,(f) = Div(r),
gdzie Div(r) oznacza zbiér wszystkich dzielnikéw r. Stosujac ten fakt, skorzystamy
z Twierdzenia 4.13 do obliczenia D [f] mod reg, , dla matych wartosci r za pomoca
programu komputerowego. Pseudokod programu zostal zaprezentowany ponizej jako
Algorytm 1.

Algorithm 1: Algorytm obliczania D}"[f] mod reg; ,

Data: AP.(f),m,r
Result: A = D;*[f] mod reg, ,

1 h« 0

2 if AP,.(f) # 0 then

3 h — 1,

4 if m jest nieparzyste i1 r jest parzyste then

5 ‘ B<—{BU{2}:BCAPT(f)\{l,Q}/\#B:mT_l};
6 else

7 LB%{B:BCAPT(f)\{l}/\#B:%};

s | B+~ {{LCM(Q):Q C B}: B e B};

9 B;, SUM; « {F € B : F nie jest podzbiorem zadnego z G € B;};
10 while # SUM; # 1 do

11 SUM « {UUW : U € SUM; AW € B;};
12 SUM; « {F € SUM : F nie jest podzbiorem zadnego z G € SUM};
13 h «— h+1;

14 return h;

Konstrukcja algorytmu moze by¢ przedstawiona w nastepujacy sposob.

Dane wejsciowe skladaja sie: ze zbioru minimalnych okreséw AP, (f) funkcji
f: M — M, m € N odpowiadajacego wymiarowi rozmaito$ci M oraz r odpowia-
dajacemu minimalnemu okresowi punktow, ktorych ilosé zamierzamy zliczy¢. Dang
wyjsciowg jest warto$¢ niezmiennika D;"[f] mod reg; ,.

W 1. linii przypisujemy zmiennej h warto$¢ poczatkowa 0 oraz jesli AP,(f) jest
niepusty (linia 2.), rozpoczynamy wtasciwa czesé algorytmu przez przypisanie war-
tosci h =1 (linia 3.).

W dalszej czesci chcemy stworzy¢ rodzine zbioréw B, z ktérej mozna wybraé
minimalny rozktad lub minimalny rozktad z dwojka, w zaleznosci od tego, ktory z
przypadkéw Twierdzenia 4.13 zachodzi dla danych wejsciowych.

W linii 4. jesli m nieparzyste i r parzyste, to D}"[f] mod reg, , = Hy(AP.(f);[).
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Nastepnie w 5. linii tworzymy zmienna B zawierajaca rodzine podzbioréw AP, (f)
sktadajacych si¢ z ™ liczb (w tym kazdy zawiera 2). Z takiej rodziny oczywiscie
mozemy wybra¢ minimalny rozktad z dwdjka zbioru AP,(f). Jesli warunek w 4.
linii nie jest spetniony, to D*[f] mod reg,, = H(AP.(f);l) i w 7. linii tworzymy
zmienng B zawierajaca rodzing podzbioréw AP, (f) sktadajacych si¢ z %5 dowolnych
liczb. Z tak wybranej rodziny mozemy wybra¢ minimalny rozktad zbioru AP.(f).

Teraz, gdy wiemy juz, ktory z przypadkow Twierdzenia 4.13 rozwazamy, w dal-
szej czedci algorytmu (linia 8.) tworzymy zmienna B zawierajaca rodzine zbiorow
postaci B;, gdzie B; € B. Spoéréd zbioréw rodziny B mozna wybraé¢ najmniejsza
liczbe zbioréw, ktérych suma spelni warunek (2) Definicji 4.7.

W 8. linii definiujemy dwie zmienne By, SUM; i przypisujemy im warto$¢ prze-
filtrowanego zbioru B, pozostawiajac wylacznie istotne zbiory tzn. takie, ktére nie
zawieraja w sobie innego zbioru z B. Filtracja pozwala na zmniejszenie ilogci elemen-
tow rodzin, a tym samym na rozwazenie mniejszej ilosci przypadkoéw w algorytmie.
Oczywiscie taka filtracja nie wptywa w zaden sposéb na warto$¢ D[ f] mod reg; ,.
Istotnie, jesli U, B; = AP,.(f), gdzie B; € B oraz dla pewnego j zbiér B; C G dla
pewnego G € B, wtedy mozemy po prostu zastapi¢ B; przez G. Idea rodziny SUM;
jest zawieranie wszystkich przefiltrowanych sum h elementéw z B. Oczywiscie, gdy
h =1, to By = SUM;. Zauwazmy, ze jesli # SUM; = 1, to AP.(f) € SUM,;. W 10.
linii rozpoczynamy petle, dopoki # SUM; # 1 definiujemy zmienng SUM (linia 11)
zawierajaca rodzing zbiorow, w ktoérej do kazdego zbioru rodziny SUM; dodajemy
zbior rodziny By. Po tej operacji w 12. linii zmienna SUM jest filtrowana, a w linii
13. h rosénie o 1. Finalnie, gdy petla zakonczy dziatanie, w linii 14. zostanie zwrdocona
wartos¢ zmiennej i réwna D)"|[f] mod reg, .

Teraz przedstawimy wyniki obliczen dla matych wartosci r. Zauwazmy, ze trud-
nos¢ obliczen rosnie szybko wraz ze wzrostem liczby dzielnikow r. Licznos$é zbioru
SUM rognie w kazdym kroku # SUM = # SUM -#B; co wiaze sie z wysokim czasem
obliczen kolejnych iteracji rodziny SUM; oraz problemem z wypeieniem pamigci.

Zwroémy uwage, ze zwykle z punktu widzenia zastosowan, wartosci rozwazanych
okresow nie sa wysokie, zatem nasze obliczenia moga okazaé sie uzyteczne.

Przypomnijmy, ze z Uwagi 4.17 w przypadku, gdy wymiar dim M jest parzysty, to
warto$¢ szukanego niezmiennika zalezna jest wytacznie od zbioru poteg a; czynnikow
liczby r = p{*-- - --pi*, tj. M = {a; : v = I*_, p¥*}. W przypadku, gdy wymiar dim M
jest nieparzysty, nalezy wziac¢ jeszcze pod uwage potege przy dwdjce w faktoryzacji
T.

Tabela 4.1 zawiera wartosci D2[f] mod reg; , dla r takich, ze multizbior M =
{a; : v = TI{_; pj"}. W Lemacie 4.17 pokazali$my, ze niezmiennik D?[f] mod reg, ,
zalezy wylgcznie od postaci zbioru M. Aby zilustrowa¢ przypadki M pokazanych
w tabeli zauwazmy, ze pokrywaja one wartosci niezmiennika dla 1 < r < 2000,
gdy r jest nieparzyste oraz 1 < r < 250, gdy r jest parzyste. Jednakze rozwazane
przypadki sa duzo bardziej szersze, poniewaz M odpowiada nieskonczenie wielu
liczbom naturalnym, tj. do ry = 27 i ro = 12167 mozemy przyporzadkowaé zbior
M = {3}.
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M D, [f] mod reg,
{1}
{1, 1}
{1, 1, 1}
{1, 1, 1, 1}
{2}
{2, 1}
{2, 2}
{2, 1, 1}
{2, 2, 1}
{3}
{3, 1}
{3, 2}
{3, 3}
{3, 1, 1}
4}
{4, 1}
{5}
{5, 1}
{6}
{6, 1}
{7}

Tabela 4.1: Wartosci D} [f] mod reg, , dla M = {a; : r = [I%, p{"}

—_

WU W[ =N WN OO (N O W N | O DN -

Przyktad 4.37. Niech f: CP?*#CP? — CP?*#CP? bedzie funkcjg gladkq stopnia
deg(f) = k > 1 oraz r = p? - p2 bedzie liczbg naturalng takq, ze py,pa sq liczbami
pierwszymi (np. r = 36 lub r = 1225).

Pytamy o minimalng liczbg punktow r-okresowych w gladkiej klasie homotopii
fo W naszym przypadku M = {2,2}, z Tabeli /.1 otrzymujemy, Ze poszukiwane
minimum jest réwne (z doktadno$cig do mod reg, ,) wartosci D[ f] mod reg, , = 3.

Zauwwazmy, ze w przypadku, gdy wspotczynniki by 1 by rozwiniecia okresowego
liczb Lefschetza iteracji f sq znane, to z Twierdzenia 4.20 jesteSmy w stanie okresli¢
doktadng warto$é D}[f], ktéra jest rowna Dy[f] mod reg, , lub D}[f] mod reg, , + 1
(wiec w naszym przypadku 3 lub 4).

Podczas prac badawczych zostaly wykonane, a nastepnie opublikowane w [43]
obliczenia wartosci D;*[f] mod reg,, dla nieparzystych r € {1,...,2000} oraz
m € {4,...,13}. Z niezmiennikiem Dolda zwiazany jest réwniez niezmiennik Je-
zierskiego J[f], ktory réwny jest minimalnej liczbie punktow okresowych o okresach
mniejszych lub réwnych r w gladkiej klasie homotopii (zob. [37, 38]). Bazujac na
modyfikacji powyzszego algorytmu wykonali$émy obliczenia J[f] w przypadku za-
mknietych rozmaitosei jednosp6jnych wymiaru m € {4,...,8}, ktérych suma rang
grup homologii jest mniejsza lub réwna 10. Wyniki obliczen zostaty opublikowane
na portalu Most Danych [44, 45, 46, 47, 48].
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Rozdziat 5

Minimalizacja liczby punktow
okresowych w gladkiej klasie
homotopii dla rozmaitosci z
brzegiem

W Rozdziale 4 rozwazaliémy problem minimalizacji dla funkcji gtadkich zdefiniowa-
nych na zwartej, jednospdjnej rozmaitosci bez brzegu. W tym rozdziale M bedzie
zwartg, jednospdjng rozmaitoscig z jednospdjnym brzegiem.

Jak wspomnielismy wezesniej, N (f) minimalizuje liczbe punktéw statych rowniez
w gtadkiej klasie homotopii funkcji zdefiniowanych na zamknietych i jednospéjnych
rozmaito$ciach.  Okazuje sie, ze w przypadku gtadkich funkcji par
f: (M, 0M) — (M,0M) sytuacja jest inna. W pracy [10] R. F. Brown, R. E. Gre-
ene oraz H. Schirmer rozwazali gtadka rozmaitos¢ M z gltadkim brzegiem OM oraz
funkcje gtadka ¢: OM — OM. Autorzy pytali, czy istnieje rozszerzenie f: M — M
funkcji ¢ bez punktow statych w Int M. Okazuje sie, ze odpowiedz rozni si¢ w za-
leznodci od tego, czy rozwazamy rozszerzenie gtadkie, czy tylko ciggte. Przyktad dla
tego problemu zostal przedstawiony w [9], gdzie przyjeto ¢: S' — S dane wzo-
rem ¢(z) = 2F dla k € {2,3,...}. Wskazano rozszerzenie ciaglte z jednym punktem
statym oraz udowodniono, ze kazde gladkie rozszerzenie f: B?> — B? odwzorowa-
nia ¢ ma punkt staty w Int B2. Innymi stowy, minimalna liczba punktéw statych w
gtadkiej klasie homotopii tak zdefiniowanej funkcji par f jest réwna 2.

W 2017 roku G. Graff i J. Jezierski [34] zdefiniowali niezmiennik D,.(f; M,0M)
rozwigzujacy problem minimalizacji liczby punktéow okresowych w gtadkiej klasie
homotopii funkcji par na zwartych, jednospojnych rozmaitosciach z jednosp6jnym
brzegiem. Badania dotyczace tego niezmiennika bedg tematem ponizszego rozdziatu.

5.1 Konstrukcja niezmiennika D,.(f; M,0M)
Bedziemy korzysta¢ z nastepujacej notacji:
R ={(z,t) eR" xR:t >0}, Ry ={(z,t) eR" xR:t=0}.

Definicja 5.1. Funkcje f: (A, B) — (A, B) nazywamy funkcjq par, jesli B C A,
f: A— A oraz f(B) C B. Jesli bedziemy chcieli zwrécié uwage na dzialanie funkcji
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f na zbiorze B, to bedziemy stosowaé oznaczenie (f, f): (A, B) — (A, B), gdzie

f= f|B'

Definicja 5.2. Uporzqdkowanqg pare ciggow liczb catkowitych ({c(n)}e2,,{¢(n)}5,)
nazywamy ODD™ (1) ciggiem, jesli istnieje izolowany punkt staly p € RJ™, jego
otwarte otoczenie U C R oraz funkcja par klasy C*

(6,0): (UYL U — (RTTLRET,

(U = UL N R takich, ze (c(n),é(n)) = (ind(¢", p), ind(¢", p)). Skoriczong
uporzqgdkowang pare ciggow ({c(n)}npr, {€(n)}nr) nazywamy 0DD™(1|r) parg cig-
gow, jesli réwnosé zachodzi dla wszystkich n|r, gdzie r jest ustalone.

Dla uproszczenia oznaczen wprowadzamy nastepujacg notacje:
o ({c(n)}iiy, {e(n)}iiy) = (c(n), e(n))iy,
o ({e(n) g, {2(n) }npr) = (c(n), €(n))nyr-

W Podrozdziale 5.2 podamy pelna charakteryzacje DD™(1|r) oraz 0DD™(1|r)
ciagow.

Definicja 5.3. Niech r bedzie ustalong liczbg naturalng, (f, f): (M,0M) — (M,0M)
oraz dany bedzie rozktad liczb Lefschetza iteracyi

B

L(f") = Zl dj(n) + ; ci(n) (5.1)
oraz . 5
L(f") = ; &i(n), (5.2)

dla n|r, gdzie {d;}n, s¢ DD™(1|r) ciggami oraz (¢;(n),&(n))y, s¢ ODD™(1|r)
parami ciggow. Kazdy taki rozklad okresla pewng sume o+ (3. Liczbe D,.(f; M,0M)
definiujemy jako nagmniejsze o + (3, ktore mozna otrzymac w ten sposob.

Definicja 5.4. Dowolny zbior o + [ ciggow stanowigeych minimalny rozktad w
sensie Definicji 4.2 bedziemy nazywali minimalng realizacyq.

Twierdzenie 5.5. (Twierdzenie 2.10 [34]) Niech M bedzie gladkq, zwartg i jedno-
spdjng rozmaitosciq wymiaru m > 4 z jednospdjnym brzegiem OM orazr € N bedzie
ustalone. Niech (f, f): (M,0M) — (M,0M) bedzie funkcjq par klasy C*. Wtedy

D.(f;M,0M)= min _# Fix(g").

5.2 Indeksy punktéw r-okresowych odwzorowan
zachowujacych brzeg

Bedziemy rozwaza¢ wytacznie nieparzyste r. Ponizej przedstawimy pelna liste 0D D(1|r)
ciggdéw dla nieparzystych iteracji funkeji f.
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Twierdzenie 5.6 (Twierdzenie 3.15 [34]). Niech (f, f): (R Ry — (R7TH R
bedzie funkcjq par klasy C* z izolowanym punktem stalym (0,0) € R™ xR, dla kazdej
iteracji oraz m = 3. Wtedy,

e dowolna para ciggow lokalnych indekséw punktu stalego iteracji {ind(f™, (0,0))}52,
oraz {ind(f™,0)}2, dla nieparzystych n posiada jedng z nastepujgcych form
danych w (1) dla nieparzystych m oraz (II) dla parzystych m (z ag, by € Z);

e Dowolna pora ciggow catkowitych, ktora jest w postaci przedstawionej w po-
nizszych listach moze zostac¢ zrealizowana jako para ciggow lokalnych indeksow
punktu statego iteracji pewnej funkegi par (f, f): (R REH) — (RH Ry
klasy C1, tzn. jest 9DD™(1) parg ciggéw.

(I) Dla nieparzystych m:

(A°) ind(f",0)= > aregy(n), ind(f"(0,0))= >  brregy(n).

keL(™53) keL(™3)

(BO)7 (00)7 (DO) ind(fnv 0) = Z akregk(n>’ ind(fnv (0’ O)) = Z bkregk(n)u

keL(m5L) kEL(™FT)
gdzie by jest dowolne oraz

1w przypadku (B°),
a; =< —1 w przypadku (C°),
0  w przypadku (D°).

(II) Dla parzystych m:

(B®) ind(f™,0) = Z agreg,(n), ind(f",(0,0)) = Z brreg(n),

kEL(™52) keL(™52)
(Faeo)7 (Fgl) 1nd fn Z akregk ; 1nd(f” Z bkregk
keL() keL(™)

gdzie a; = 1 oraz

b — 0 w przypadku (F),
YT w preypadku (F).

5.3 Redukcja punktéw r-okresowych do jednego
punktu dla odwzorowan par sfery w siebie

W tym podrozdziale zajmiemy si¢ pytaniem, kiedy D,.(f; M,0M) jest réwny jeden

(lub zero). Przypomnijmy, ze z Twierdzenia 5.1 zawartego w [63], wlasnos¢ ta za-

chodzi dla funkcji ciggtych rozmaitosci jednospdjnych w siebie. Ponizej odpowiemy

na to pytanie, dla funkcji par domknietej kuli w siebie wymiaru m > 4.
Rozpocznijmy od zacytowania twierdzenia pomocniczego.
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Twierdzenie 5.7 (Twierdzenie 4.1 [34]). Niech M bedzie zwartq i jednospojng roz-
maitosciq z jednospojnym brzegiem OM , r bedzie nieparzystq liczbg naturalng oraz
(f, f): (M,0M) — (M,0M) bedzie funkcjq par. Zatéimy, ze {L(f™)}nr nie jest sta-
le réwny 0. Wtedy istnieje funkcja par (g,g): (M,0M) — (M,0M), C'-homotopijna
z (f, f) taka, Fix(g") = {q} wtedy i tylko wtedy, gdy jeden z poniiszych warunkéw
jest spetniony:

(1) L(f™) =0 dla kazdego rin oraz {L(f")}n jest DD™F1(1|r) ciggiem,
(2) para ciggéw (L(f™), L(f"))ny jest ODD™(1|r) parg ciggéw.

Dowo6d Twierdzenia 5.7 wynika z faktu, ze D,(f; M,0M) = 1 wtedy i tylko
wtedy, gdy o = 11 =0 (co jest r6wnowazne przypadkowi (1)) alboa =013 =1
(co jest réwnowazne przypadkowi (2)) por. [34], gdzie liczby « i (3 sa takie jak w
Definicji 5.3.

Ponizszy lemat wprowadzimy w celu udowodnienia Twierdzenia 5.11.

Lemat 5.8. Niech r € N bedzie postaci r = [[7_, p$*, gdzie p; sq liczbami pierwszy-
midlai=1,....k Wtedy U = {p1,p?, ....05" D2y, D32 Dhy-- -, PrE} okresdla
nagmniejszy zbior taki, ze

U = {LCM(Q) : Q C U} = Div(r). (5.3)

Dowdd. Oczywiscie dla U zdefiniowanego w tezie zachodzi réwnosé (5.3). Z drugiej
strony,

LCM({pf7p§}> = pfpé. dla i # j; oraz LCM({p$,pl}) = p?lax{s,t}'

Stad dla kazdego g = p}', gdzie 1 < u < o, mamy

g & Div(r) \ {g}-
Zatem zbiér U jest najmniejszym zbiorem spelniajacym (5.3). O

Ponizej udowodnimy dobrze znany wzor opisujacy postaé liczb Lefschetza od-
wzorowan sfery w siebie.

Lemat 5.9. Niech g: S™ — S™ bedzie funkcjg ciggle stopnia D, wtedy
L(f") =1+ (=1)"D".

Dowdéd. Niech f: S™ — S™ bedzie funkcja ciagta dla m > 1. Przypomnijmy, ze
grupy homologii S™ nad ciatem Q sa roéwne

" Q dlaie{0,m},
0  w przeciwnym przypadku.
Homomorfizmy indukowane f" maja posta¢ fj =id, fii =0dlai=1,...,m—1
oraz f' (2) = D"z, gdzie D € Z jest stopniem topologicznym f (por. 1.6). Z Definicji
1.12 liczby Lefschetza mamy L(f") =1+ (—1)"D". O

Lemat 5.10 (Twierdzenie 1.2 [79]). Niech f: S™ — S™ bedzie funkcjq stopnia D
oraz b, oznacza n-ty wspélczynnik rozwiniecia okresowego ciggu {L(f™)}5, wtedy:
(a) by =14 (-1)™D,
(b) by = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy D € {0,1},
(c) Jeslin > 2, wtedy b, = 0 wtedy i tylko wtedy D € {—1,0,1}.
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Teraz jestesmy gotowi, aby udowodni¢ gtéwne twierdzenie tego podrozdziatu.

Twierdzenie 5.11. Niech B™™ C R™ bedzie zamknietg (m~+1)-wymiarowq kulg z
brzegiem OB™H! = 8™ gdzie m > 3. Rozwaimy funkcje par
(f, f): (B™ S™) — (B™L S™) klasy C'. Niech D oznacza stopieri odwzorowa-
nia f sfery S™ oraz r bedzie ustalong liczbg naturalng postaci r = [[F_, p%, gdzie
pi g liczbami pierwszymi dla v = 1,..., k. Wtedy zredukowanie liczby punktow r-

okresowych w gtadkiej (C1) klasie homotopii funkcji par (f, f) do jednego punktu jest
mozliwe wtedy 1 tylko wtedy, gdy jeden z nastepujgcych warunkow jest spelniony:

(a) D e€{-1,0,1},

(b,) m jest nieparzyste oraz X%, a; < mT_S,

(be) m jest parzyste oraz YF | a; < 52,

(c) D =2, m jest nieparzyste oraz Y o < "L
Dowdd. W czesci (I) dowodu pokazemy, ze liczba punktéw r-okresowych moze zostaé
zredukowana do jednego punktu, jesli jeden z warunkow (a), (b), (¢) jest spetniony.

W czesci (IT) dowodu pokazemy implikacje w druga strone.

Czesé (I). W pierwszej kolejnosci rozwazmy przypadek dla m nieparzystego. Z
Lematu 5.9 otrzymujemy réwnoéé L(f") = 1 — D", ponadto L(f") = reg,(n), po-
niewaz B™ jest éciagalny. Z Twierdzenia 5.6 wiemy, ze na (S™, B™1) moga zostaé
zrealizowane nastepujace 0D D™ (1|r) pary ciagéw (c(n), ¢(n))n» postaci:

cn) = > apreg(n), cln)= > bregy(n)
keL(m53) keL(™52)
dla n|r oraz dowolnych ay, by, € Z,
(8)

é(n) = dreg,(n) + Z agreg(n), c(n) = Z brreg.(n)

keL(mFL)\{1} keL(5

dla n|r oraz dowolnych ag, by € Z 16 € {—1,0,1}.

Pokazemy, ze w kazdym z przypadkéw (a), (b,), (¢) zachodzi jeden z warunkéw
(1) lub (2) Twierdzenia 5.7.

(a) W przypadku D = 1 warunek (1) Twierdzenia 5.7 zachodzi, poniewaz L(f") = 0

oraz {L(f")}npr = {1}npr = {regy(n) }np sa D™(1]r) ciggami.
W przypadku D = 01 D = —1 warunek (2) Twierdzenia 5.7 jest zrealizowany:

. n | (regy(n), reg; (n))n)r dla D=0,
(L") L™ ) g = { (reg, (n) 2rog, (1)yy dla D = 1,

sq parami 0DD™(1|r) ciagéw typu («).
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(bo) Niech r =¥, pf, gdzie 3¢ | a; < mT_?’ Zdefiniujmy zbioér

L= {plu"‘)p?17p27'“Jp327"'7pk7"'pzk}- (54)

Zauwazmy, ze (z Lematu 5.3) L posiada posta¢ zbioru L(52). Wynika stad,
ze para ciagow (reg;(n), Xy, brreg(n))nr = (reg(n), Xier beregi(n))n)r jest
ODD™(1|r) para ciagbéw typu («), w zwiazku z tym warunek (2) Twierdzenia
5.7 jest spetniony.

(c) Niech r = [T, pf, gdzie F oy < 2. Przyjmijmy D = 2, wtedy
by = L(f) = —1. Zdefiniujmy zbiér L za pomoca tego samego wzoru co (5.4),

kt6ry ponownie jest postaci L(Z51). Para ciggow

(reg, (n), —reg, (n)+)_ brregy,(n))n, = (vegy(n), —reg, (n)+ Y brregy(n))np
kk;Lr keL\{1}
1

jest 0DD™(1|r) para ciagéw typu ((3), zatem réwniez w tym przypadku wa-
runek (2) Twierdzenia 5.7 jest spetniony.

Stosujac analogiczne rozumowanie mozna pokazac¢, ze dla nieparzystego m za-
chodza przypadki (a), (b.) z Twierdzenia 5.7.

Czesé (IT). Pokazemy implikacje odwrotna: jesli zaden z warunkow (a),(b.),(b,),(c)
nie zachodzi, to zaden z przypadkéw (1) lub (2) Twierdzenia 5.7 nie jest speiniony.

Niech |D| > 2, wtedy L(f™) # 0, stad przypadek (2) Twierdzenia 5.7 nie zacho-
dzi. Teraz zauwazmy, ze z Lematu 5.10 wszystkie wspotczynniki rozwiniecia okreso-
wego ciggu (L(f"))°, sa niezerowe.

Zatézmy, ze m jest nieparzyste oraz % | a; > mT_?’ Zbadamy, kiedy para ciagow

(regy(n), (1 — D)regy(n) + > biregy(n))a,
keDiv(r)\ {1}

moze by¢ 0DD™(1|r) para ciagéw (przypadek (1) Twierdzenia 5.7).
Moze si¢ to sta¢ wytacznie w przypadku, gdy %, o = mT_l (Lemat 5.3) oraz dla
D = 2 (za pomoca pary ciagdéw typu (3)), co daje warunek (c), ktéry nie zachodzi
m—3

ze wzgledu na zalozenie Y% | oy > ==,

Jesli m jest parzyste oraz S8 | a; > mT_2, to z tego samego powodu para ciggow

(regy(n), (L + D)regy(n) + > byreg(n))a)
keDiv(r)\ {1}

moze byé ODD™(1|r) para ciagéw wylacznie dla 3% | a; < % (para ciagéw typu
(F*°) z Twierdzenia 5.6), ale jedynie w przypadku, gdy by = 1+ D € {0,1}, co

przeczy temu, ze |D| > 2. O
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5.4 Kombinatoryczny schemat obliczania
D,(f; M,0M)

Bedziemy poszukiwaé¢ wzoru na D,.(f; M,0M) mod reg,. Przypomnijmy, ze r jest
liczba nieparzysta.

Definicja 5.12. Dla skonczonych podzbiorow A, B C N oraz liczb naturalnych (cal-
kowitych dodatnich) a,b definiujemy H (A, B;a,b) jako minimalng sume o+ 3 spel-
niajgcg nastepujgce wilasnosci: istniejq podzbiory Ay, ..., Ay; B1, ..., Bz C N takie,
ze

1. #Az < a, #BJ < b,
2. BC U?:l gj; AC U?:lzi U U?=1 E

Ponownie, kazdg takq rodzing zbiorow {Ai,...,As; Bi,...,Bg} spelniajgcg
a+03 = H(A, B;a,b) bedziemy nazywaé minimalnym rozkladem pary zbioréw (A, B).

Za pomoca liczby H(B;l) mozemy wyrazi¢ minimalna liczbe punktéw okreso-
wych w gtadkiej klasie homotopii funkcji zdefiniowanych na rozmaitosciach bez brze-
gu. Nietrudno zauwazy¢, ze zachodzi nastepujacy fakt:

Lemat 5.13. Niech a,b bedg liczbami naturalnymsi, wtedy

Bla)
H(A, Bia,b) = min{3(q) + H(A\ | Bl:a)}, (5.5)

=1

gdzie BY = {B{, ..., Bg(q)} oznacza dowolny rozklad zbioru B tzn. rodzine (nieko-
niecznie minimalng) spetniajocqg warunki (1) @ (2) Definicji 4.7.

Dowdd. Z Definicji 5.14 szukamy najmniejszej sumy « + (3, dla ktorej istniejg pod-
zbiory Ay, ..., Aa; By, ..., Bz C N spehiajace warunki (1) i (2). Zauwazmy, ze wa-
runek (2) mozemy zapisaé¢ rownowaznie jako

B B a
BcUB: A\UBcUZ (5.6)
j=1 i=1

i=1

Wezmy dowolna rodzine B = {B{, ... ,Bg(q)} spelniajaca warunek (1) oraz U?zl B;.
Wtedy (3(q) zostaje juz ustalone przez rodzine BY i pozostaje do znalezienia minimal-
na ilosé¢ zbiorow A; potrzebna, do zrealizowania drugiej cze$ci warunku 5.6. Innymi
stowy, pozostaje do znalezienia minimalny rozktad zbioru A\ Ule B;. W ten spo-
sOb znalezliSmy pewne « + (3. Aby znalezé najmniejsze a + 3, nalezy przesledzic te
konstrukeje po wszystkich mozliwych rodzinach B, a wiec

Bla)
H(A Biab) = min{3(a) + H(A\ U Blra))

]

W poprzednim rozdziale zajeli$my si¢ badaniem wartosci D)"[f] mod reg, , = H(B;1).
Od teraz naszym celem jest ustalenie wartosci D,.(f; M,0M) mod reg;.
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Twierdzenie 5.14. Niech M bedzie gladkq zwartg @ jednospdjng rozmaitosciq z jed-
nospdinym brzegiem OM, r bedzie nieparzystq liczbg naturalng, (f, f): (M,0M) —
(M,0M) bedzie funkciq par klasy C* oraz dim M = 21 + 1 albo dim M = 2] + 2.

Wprowadzamy nastepujgcg notacje:

A={k:1#klr,ar #0}, B={k:1%# k|r, by # 0}, gdzie (5.7)
L(f") = Zakregk(n), L(f") = Zbkregk(n) dla n|r.
k k

Wtedy

H(A, B;1,1) jesli dim M =21 + 1,

e (5.8)
H(A,B;l+1,1) jesli dim M =2l + 2.

D, (f; M,0M) mod reg, = {

Dowdd. Rozpocznijmy od rozwazenia przypadku dim M = 2] + 1. Z Definicji 4.2
bedziemy szuka¢ minimalnego rozktadu liczb Lefschetza zgodnie ze wzorami (5.1)
oraz (5.2).

Zauwazmy, ze brzeg OM rozmaito$ci M jest domknieta rozmaitoscig wymiaru
2[. Minimalizujac liczbe punktéw okresowych dla funkcji par (f, f), najpierw wezmy
pod uwage f: OM — OM.

Stosujac (5.2) reprezentujemy L(f") w postaci

L(f") = >_a(n), (5.9)

1

dla n|r, gdzie kazdy ciag {¢;(n)}n)r jest DD (1|r) ciggiem.

Wymiar rozmaitosci OM jest parzysty (rowny 2[) oraz (na ta chwile) bedziemy
ignorowa¢ wspétczynnik b;. Zatem jedyne ciagi {c;(n)}n)r, ktére moga wystapi¢ w
rozkladzie (5.9) sa ciagami typu (F°) wystepujacymi w Twierdzeniu 4.6 (dla n|r),
przy czym czes¢ ze wspoOtezynnikéw g wystepujacych w rozwinieciu okresowym

moze by¢ réwne zero:
ci(n) = ) grregg(n).
keL(l)
Z tego wynika, ze kazdy DD?(1|r) ciag {¢;(n)}n» odpowiada zbiorowi B; skla-
dajacemu si¢ z co najwyzej [ nietrywialnych dzielnikéw r, stad

ci(n) = > grregy(n). (5.10)

kEEi

Z (5.9) wiemy, ze DD?(1|r) ciagi {¢;(n)}nr realizuja wszystkie wspolezynniki
biregy dla k|r, k # 1, k € B. Otrzymujemy, ze realizacja {L(f")}nr jest rownowazna
znalezieniu rozkladu B (niekoniecznie minimalnego) BY = { By, ..., Bg()}-

Rozwazmy teraz realizacje {L(f")}5%:

a B

L(f") = Zdj(n) + ch(n) (5.11)

_]:1 =1

dla n|r, gdzie kazdy d; jest DD**!(1|r) ciagiem oraz kazda para (c;(n),(n)), jest
ODD?(1|r) para ciagéw. Z czesci (1I) Twierdzenia 5.6 ciag {c;(n)}, w kazdej z par
ciggéw ma dokladnie taka samg postacé jak {¢;(n)}n),, tzn. jest dany przez (5.10).
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Stosujac ((q) {ci(n)}n,r ciagi, otrzymujemy realizacj¢ ciggéw bazowych reg,

dla £ € U’f:(ql) B;. Pozostale elementy zbioru A musza zostaé¢ zrealizowane poprzez
DD (1|r) ciagi {d;j(n)}n:

B(g) a(q)

L™ = Yo aln) = Y dy(n). (5.12)

i=1 1

)

s
<
Il

Zauwazmy, ze liczba a(q) zalezy od postaci rodziny B, poniewaz Uiﬁ:(ql) B; moze
zawieraC pewne elementy ze zbioru A.
Jesli dim M = 2l + 1 jest nieparzyste, to z czesci (I) Twierdzenia 4.6, kazdy ciag

{d;(n)}n)r jest postaci (B°), (C°) lub (D), tzn.

di(n) =Y apregy(n). (5.13)

keL(245=1)

Z mozliwych postaci {d;(n)}n, czyli faktu, ze & € L(I) wynika, ze wybrana
rodzina B? = {BY,..., B}} spetia (1) i (2) Definicji (4.7), stad

B(a)
D, (/3 M, 0M) mod reg, = win {8(q) + H(A\ U BGDY,  (5.14)
j=1

co dowodzi twierdzenia dla przypadku dim M = 2] 4 1.
W przypadku dim M = 2]+ 2 stosujemy to samo rozumowanie, z nastepujacymi
roznicami, ktére wynikaja z réznicy wymiaru.

e We wzorze (5.9) rozwazamy DD (1|r) ciagi par {c;(n)}n

e Rozwazajac dDD?*1(1|r) pary ciagéw (c;(n), ¢(n))y,)» zauwazamy, ze z Twier-
dzenia 5.6 (I) ciagi {c;(n)}nr W kazdej takiej parze maja doktadnie taks sama
postac jak {¢;(n)}nfr-

e We wzorze (5.12) uzywamy DD**2(1|r) ciagéw {d;(n)}n)r, co z Twierdzenia
4.6 (II) implikuje, ze w (5.13) rozwazamy ciagi bazowe reg, z k nalezacymi do
zbioréw postaci L(242) = L(I+1). Finalnie z Lematu 5.13 dla H(A, B;1+1,1)

zachodzi
Bla)
D, (f; M,0M) mod reg, = I%iqn {Be)+ HA\ Bi;1+1)}, (5.15)
j=1

co uzupetnia dowdd dla przypadku dim M = 2] + 2.

]

Zauwazmy, ze stosujac notacje okresow algebraicznych w Twierdzeniu 5.14 mamy

A= AP, (f)\ {1} oraz B = AP,.(f) \ {1}.
Nastepujacy wniosek jest natychmiastowa konsekwencja wzoréw (5.14) oraz (5.15).
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Whniosek 5.15. Zaloimy, ze r jest liczbg nieparzystq. Dla dim M = 2] + 1:
D,(f; M,0M) mod reg, < H(B;l)+ H(A\ B;l). (5.16)
Dla dim M = 2] + 2:
D, (f; M,0M) mod reg, < H(B;l) + H(A\ B;1 +1). (5.17)

W kolejnym twierdzeniu okreslimy doktadna warto$¢ niezmiennika D,.(f; M, OM)
odrzucajac tym samym zatozenie mod reg;.

Twierdzenie 5.16. Niech M bedzie gltadkq, zwartq i jednospojng rozmaitosciq z jed-
nospojnym brzegiem wymiarum, f: (M,0M) — (M,0M). Niech Ay, ..., Ay, B1,...,Bs
bedzie minimalnym rozkladem pary zbioréw A i B (por. wzor 5.7) okreslajgcym war-
tos¢ D,.(f; M,0M) we wzorze (5.8). Jesli m = 2l + 1 jest liczbg nieparzystq, wtedy

H(A, B;l,1) jesli |L(f)| < 3
D.(f; M,0M) = lub #B; < mT’l dla pewnego 1,
H(A,B;l,l)+1 w pozostalych przypadkach.

Jesli m = 21 + 2 jest liczbg parzystq, wtedy

H(A,B;l+1,1) gesli 0 < L(f) < B oraz
(L(f) = a+ B albo #A; < 3 dla pewnego i),
lub #B; < 7% dla pewnego 1,
H(A,B;l+1,l1)+ 1 w pozostalych przypadkach.

D, (f; M,0M) =

Dowéd. Rozwazmy przypadek m = 20+ 1. Jesli dla pewnego ¢ zachodzi #B; < mT’l,
to B; mozemy utozsami¢ z ciagiem typu (A°) z dowolnym wspo6tezynnikiem przy
reg, w rozwinieciu okresowym {L(f™)} .

Zalozmy teraz, ze #B; = ™1 dla kazdego i. Musimy uzy¢ § ciggéw typu (B?),
(C°) lub (D°), dla ktérych wspétezynniki przy reg, naleza do zbioru {—1,0,1}.
Mozemy wiec zrealizowa¢ {L(f™)},, jako sume dokladnie 3 takich ciagow wtedy i
tylko wtedy, gdy wspotezynnik by = L( f) jest liczba catkowita nalezaca do przedziatu
-5, 8],

W pozostatych mozemy uzy¢ ciagu typu (A°), ktory posiada dowolne wspdtezyn-
niki przy reg,, a wiec kompensuje on wspotczynnik b;.

Dla przypadku m parzystego, dowdd jest analogiczny.

[

5.5 Minimalna liczba punktéw okresowych reali-
zowana na brzegu

Interesujgcym problemem jest znalezienie warunkéw pozwalajgcych na zredukowanie
obliczen niezmiennika D,.(f; M,0M) do obliczen na brzegu tj.:

D, (f; M,0M) mod reg, = D;*[f] mod reg, = H(B;l). (5.18)

Bezposrednio ze wzordéw (5.14) oraz (5.15) otrzymujemy nastepujacy wniosek.

84



Whniosek 5.17. Zaloimy, ze A C B, gdzie A i B sq zdefiniowane tak jok w Twier-
dzeniu 5.14 za pomocg wzoru (5.7), wtedy

D,(f; M,0M) mod reg, = H(B;1). (5.19)

7 powyzszego wniosku mozemy wydedukowaé¢ w pewnych przypadkach infor-
macje na temat minimalnej liczby punktéw okresowych niezaleznie od zachowania
funkeji we wnetrzu rozmaitosci. Réwnosé (5.18) zachodzi w szczegdlnosei dla B = N,
co czesto wystepuje dla funkeji z szybko rosngcymi liczbami Lefschetza iteracji por.
[26, 29].

Przyktad 5.18. Niech N bedzie gtadka, jednospojna domknigty rozmaitoscig wy-
miaru 4. Rozwazmy rozmaito$¢ M = N \ B?, gdzie B* oznacza 4-wymiarowa kule
otwartg.

Niech r bedzie nieparzysta liczba naturalna oraz (f, f): (M,0M) — (M,0M)
bedzie funkcja par klasy C!. Brzeg OM rozmaitoéci M jest réwny S®. Rozwaz-
my klase homotopii G dla funkcji f: S® — S% posiadajacej stopien topologiczny
D = deg(f) co do modutu wiekszy od 1.

Z Lematu 5.10 wiemy, ze dla |D| > 1 wspo6tezynniki b; rozwiniecia okresowego
ciagu liczb Lefschetza {L(f™)}22, sa niezerowe, wiec B = N. Z tego wynika, ze
dowolne zachowanie funkcji f we wnetrzu rozmaitosci M generuje zbior A C N = B.

Z Whiosku 5.17 otrzymujemy D,.(f; M,0M) mod reg; = D}[f] mod reg;. Z drugiej
strony w [29] zostalo udowodnione, ze D2[f] mod reg; = ((r)—1, gdzie {(r) oznacza
liczbe dzielnikéw r, co daje doktadng wartosé D,.(f; M, 0M) mod reg, dla wszystkich
funkcji w klasie homotopii G.

Rozwazmy teraz bardziej skomplikowany przypadek. Bedziemy uzywaé¢ notacji
z (5.7), sformutowanej w Twierdzeniu 5.14. Niech nastepujace zalozenia beda spel-
nione:

Zalozenia 5.5.1.
e Niech r bedzie iloczynem r6znych liczb pierwszych tzn. r = p1ps . .. puPut1 - - - Putaw-
e A C Div(r)\ {1}
e B =Div(pip2...pu) \ {1}.

e u = sl+ R, gdzie s, [ sa liczbami naturalnymi, [ jest ustalona liczba spetniajaca
I1<R<LI

Wprowadzmy najpierw abstrakcyjng rodzine B podzbioréw zbioru B zdefinio-
wanego w sposob indukcyjny.

Definicja 5.19. Niech | © u bedg ustalonymi liczbami naturalnymi z rozkladem
u = sl + R, gdzie s jest nieujemnq liczbg catkowitq oraz 1 < R < [. Dla
B =Div(pips...pu) \ {1} definiujemy rekurencyjnie rodzine B podzbioréw B.

(1) Jesliu <1, to B={{p1,...,pu}} ={B1}.

(2) Niech w = sl + R oraz B = {By,..., By}, gdzie 1 < R <l oraz h € N,
By, = {psis1;- - DsitR}-
Dla uw = sl + R+ 1 rodzing B definiujemy w nastepujocy sposob:
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a) jesli 1 < R < I, to B = {By,...,By_1,B,,...,B,_,,B}, gdzie
B} = psiyry1 - Bi oraz B = {Pst41, -+ Pstivry1 )

b) jesli R =1, to B={Bi,...,By,BY,..., By, B}, gdzie B, = pgsp+1 - B;
oraz B ={psgiri1}

Konstrukcja takiej rodziny B byta rozwazana w [32] (w stosunku do DI[f]),
gdzie zostato udowodnione nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 5.20 ([32]). Rodzina B opisana w Definicji 5.19 spetnia warunki mi-
nimalnego rozktadu zbioru B dla dowolnej liczby naturalney [.

Stosujac Twierdzenie 5.20, sformutujemy warunek wystarczajacy do minimali-
zacji jedynie w odniesieniu do punktéw na brzegu (1) oraz podamy doktadny wzor
na warto$¢ niezmiennika zachodzacy przy dodatkowych warunkach (2).

Twierdzenie 5.21. Niech M bedzie gladkq, zwartg © jednospéng rozmaito$ciq wy-
miaru m > 4 (m = 20+ 1 albo m = 2l + 2) z jednospdjnym brzegiem oraz
(f, f): (M,0M) — (M,0M). Zalézmy, zZe spelnione sq ZatoZenia 5.5.1, wtedy

(1) jesli A C B U {psit1,---,Psi+R, Q1,---,a—g} dla a; € Div(r) \ {1}, to
D,(f; M, OM) mod xeg, = D[] mod reg, = H(B; 1)

(2) jesli, m =21+ 1 oraz l|u i l|lw oraz A = Div(r) \ {1}, wtedy
gutw _
20—1

Dowdéd. (1) Z Twierdzenia 5.20, rodzina B = {Bj,..., By} przedstawiona w Defi-
nicji 5.19 zadaje minimalny rozktad dla B = Div(pips...p.) \ {1}. Zauwazmy, ze
#B; =1dlai < horaz #By, = R. Z Definicji 4.7 niezmiennika H(B; 1), moc kazdego
ze zbioréw B; musi by¢ mniejsza lub rowna [. Mozemy wiec uzupetnic¢ zbior By, po-
przez dodanie kolejnych dzielnikéw r. Oczywiscie mozemy dodac co najwyzej [ — R
dzielnikow r, otrzymujac Bj, = {Psit1s- - - Psitr, a1, - - -, a—gr} dla a; € Div(r) \ {1}.
Finalnie zauwazmy, ze rodzina { By, ..., Bs_1, B}, } jest minimalnym rozktadem zbio-
ru B jak i pary zbioréw (A, B).

D, (f; M,0M) mod reg, = (5.20)

(2) Przypomnijmy, ze w drugim punkcie rozwazamy rozmaitosci wymiaru niepa-
rzystego tj. dim M = 2] + 1. Rozpocznijmy od udowodnienia nastepujgcej nierow-
nosci:
utw —

20—1
Z (5.16) mamy, ze H(A, B;l,l) < H(B;l) + H(A\ B;l), okreSlmy wiec wartosé
H(B;l) oraz H(A\ B;l).

Dla  zbioréw  liczb catkowitych X i Y oznaczmy  przez
X Y zbiér {zy : x € X,y € Y}. Stosujac réwnos¢ A = B U (A \ B) otrzymu-
jemy:

D,(f; M,0M) mod reg, = H(A, B;1,1) < (5.21)

Div(r) \ {1} = [Div(pips .. pu) \ {1}] U (5.22)
U|(Div(putpz - Pura) \ {1}] - Div(pipz. .. pu)).

Zauwazmy, ze w przypadku, gdy [|u, dowolny minimalny rozktad B = { B, ..., B,}
przedstawiony w Definicji 5.19 sktada sie ze zbioréw B; takich, ze
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e dla kazdego, i |B;| =1 oraz B; C B,

e kazdy B; zawiera liczby relatywnie pierwsze pomnozone przez tg sama liczbe
naturalna, co implikuje |B;| = 28 —1 =2/ — 1,

e BNB;=0dlai#j.

7 powyzszych wlasnosci otrzymujemy

h
2" —1=|B|=|BiU...UB| =>_|Bi| = h(2" = 1), (5.23)
=1
a wiec finalnie
2=

Zauwazmy, ze w przypadku, gdy [|w dowolny minimalny rozktad C = {C}, ..., Cy}
zbioru C' = Div(pus1Pute - - - Purw) \ {1} sktada sie ze zbioréw C; o tych samych wla-
snosciach, co zbiory B;. W konsekwencji

2% —1
H(C)=k=——.

Zdefiniujmy A = {A;, ..., A,} jako rodzine sktadajaca sie z iloczynéw kazdego
ze zbiorow C z kazdym dzielnikiem ze zbioru Div(pips...p,). Stosujac ten sam
argument, co dla rodziny B, otrzymujemy, ze A jest minimalnym rozktadem A\ B,
zatem

2% —1
H(A\B;l)=0=2" ———.

Ostatecznie ze wzoru (5.17) otrzymujemy nieréwnosé:

2u 2v—1 2wt —1]
H(A,B;l,1) < H(B;l)+ H(A\ B;l) = 2" = '
( ) 7lal) ( l)+ ( \ l) 21_1+ o2l _ 1 20 —1
Z drugiej strony
2u+w -1 A B
_HAYBL A,

20 —1 20 —1

co daje réwnos$¢ H (A, B;l,1) = 27;#
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