RPW/17611/
Data:2022-09-08

il

Wplynelo dnia 2[]22 -[]9- U g

DZIEKANAT WYDZIALU FIZYKI TECHNICZNE]
| MATEMATYKI STOSOWANE]

Krakéw, 06.09.2022
prof. dr hab. Klaudiusz Wéjcik
Instytut Matematyki UJ

RECENZJA ROZPRAWY DOKTORSKIEJ]
Adriana Myszkowskiego
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gtadkich.

Rozprawa doktorska Pana Adriana Myszkowskiego lokuje sig¢ w
bardzo szerokim nurcie badai dotyczacych niezmiennikéw topolog-
icznych iteracji odwzorowan i ich zastosowan w teorii puntkéw okre-
sowych. Jest ona podzielona na dwa nurty. Pierwszy z nich doty-
czy wlasnoéci minimalnego zbioru okreséw Lefschetza MPerz(f) dla
dyfeomorfizmu Morse’a-Smale’a f zwartej rozmaitosci M. Drugi
nurt rozprawy poswiecony jest badaniu najmniejszej liczby punktéw
okresowych w gladkiej klasie homotopii odwzorowan zwartych, jed-
nospéjnych rozmaitosci bez brzegu lub z jednospdjnym brzegiem.

W Rozdziale 1 autor przypomina podstawowe fakty dotyczace
teorii indeksu punktu stalego i liczby Lefschetza. Rozdzial 2 ma
réwniez charakter przygotowawczy i po$wiecony jest ciagowi liczb
Lefschetza iteracji odwzorowania quasi-unipotentnego (tzn. wartosci
wlasne odwzorowania indukowanego w homologiach sa pierwiastkami
pierwotnymi z jedynki). W skrécie rozwazania te mozna podsumowac
nastepujaco: jezeli M jest rozmaitoscig zwarta i f : M — M jest
odwzorowaniem quasi-unipotentnym, to istnieja jednoznacznie wyz-
naczone liczby catkowite by, ..., by takie, ze

N
L(f™ = Zbiregi(n), n>1. (1)

Rozdzial 3 zawiera nowe rezultaty dotyczgce minimalnego zbioru
okreséw Lefschetza MPery(f) dla dyfeomorfizmu Morse’a-Smale’a




f: M — M zwartej rozmaito$ci M. Shub udowodnil, ze dyfeomor-
fizm f jest quasi-unipotentny.

Z klasycznego twierdzenia Franksa wynika, ze funkcja zeta Lef-
schetza zdefiniowana jako

Z§(t) :==exp (Z £(7{—71)75”)

n=1

jest rowna
Z;() = [T (@ + A©)# @)D, (2)
O€x

gdzie ¥ jest zbiorem wszystkich orbit okresowych dla f, p(O) jest
okresem orbity O, A(O) € {—1,1} jest typem orientacji O i u(O)
jest wymiarem jej rozmaitoéci niestabilnej.

Niech Z;(t) # 1. Minimalny zbi6r okreséw Lefschetza MPery(f)
jest zdefiniowany (Definicja 3.10) przez

MPer;(f) = ({rL,---,run}s (3)

gdzie przecigcie brane jest po wszystkich mozliwych przedstawieni-
ach Z(t) w postaci

n(f)

Zp(t) = [ [ (1 + A™)™, (4)

i=1

gdzie A; € {-1,1}, r; sa dodatnimi liczbami catkowitymi, m; sg
niezerowymi liczbami catkowitymi oraz n(f) jest liczba naturalng
zalezng od f.

Uwaga 1 Definicja 3.10 jest dla mnie nieco mylgca. Na pierwszy
rzut oka wyglgda na to, ze w (8) przecinane sg zbiory n( f)-elementowe,
gdzie n(f) jest stalg zalezng od dyfeomorfizmu f. Ja to rozumiem
nastepujgco. Z twierdzenia Franksa funkcja zeta Lefschetza Zg(t)
jest postaci (4). Przedstawienie funkcji zeta w postaci iloczynu wyrazen
postaci (1 £tP)*! nie jest jednoznaczne. W definicji (8) przecinamy
wiec zbiory okreséw p po wszystkich takich przedstawieniach funkcji
zeta.

Dowodzi si¢ (Lemat 3.12), ze
MPery(f) C MPerys(f),



gdzie MPer,,,s(f) jest homotopijnym zbiorem okreséw minimalnych
dyfeomorfizmu Morse’a-Smale’a f. Ze wzgledu na niejednoznacznosé
przedstawienia funkcji zeta w postaci (4) niezmiennik MPerz(f)
jest trudny do obliczenia z definicji. W gléwnym rezultacie tego
rozdziatu (Twierdzenie 3.14), autor udowodnil réwnosé

MPerr(f) ={i:b; #0} N (2N — 1), (5)

gdzie b; € 7Z sa dane przez (1). Pozwala ona na algorytmizacjg
obliczanie niezmiennika MPery (f). Autor przedstawil algorytm jego
obliczania w przypadku nieorientowalnych powierzchni zamknigtych
Ny o genusie g.

Druga czesé rozprawy autor rozpoczyna od badania niezmiennika
Dolda D™|f] zdefiniowanego przez Graffa i Jezierskiego dla gtadkich
odwzorowari zwartej, jednospdjnej rozmaitosci wymiaru m > 4 w
siebie. Niech

u(f) = MFI(f) = min{card Fix(g) : g =, f},

gdzie ~, oznacza, ze g i f sa C'-homotopijne. Niech z bedzie
punktem staltym odwzorowania gtadkiego f, ktdry jest izolowany dla
wszystkich iteracji f*. Chow, Mallet-Paret i Yorke pokazali, ze ciag
indekséw {ind(f*,z)} musi spetnia¢ pewne restrykcyjne warunki.
Ciagi liczb calkowitych spelniajace je nazywane sg DD™(1) ciggami.
Graff i Jezierski pokazali, ze w wymiarze m > 4 liczba u moze by¢
zrealizowana przez punkty stale. Dokladniej, istnieje takie odw-
zorowanie g gltadko homotopijne z f, ze

card Fix(g") = u(f), Fix(¢") =Fix(g) = {z1,...,2up}
Wynika stad, ze

w(f)
L(f*) = L(¢") = Zind(g’”', ;).

W szczegdlnodei, (skoriczony) ciag {L(f*)}xir jest suma u(f) ciggéw
DD™(1). Graff i Jezierski pokazali, ze jezeli ciag {L(f*)}xr jest
suma u ciggébw DD™(1), to f jest gladko homotopijne z takim odw-
zorowaniem g, ze card Fix(g") = u. Niezmiennik DJ*[f] jest zdefin-
iowany jako minimalna liczba skladnikéw w mozliwych przedstaw-
ieniach {L(f*)}x- jako sumy DD™(1) ciggdw. Z konstrukeji wynika,
se DI[f] = MF&I1(f).



Dla skoniczonego podzbioru B C N i liczby naturalnej wprowad-
zone sa kombinatorycznie liczby naturalne H(B,l) i Ho(B,l). W
oparciu o nie autor otrzymuje reprezentacje kombinatoryczng dla
D™ f] (mod reg;2) dla gladkich odwzorowan f : M — M zwartych
i jednospdjnych rozmaitoéci wymiaru m > 4 (Twierdzenie 4.13).
Doktadniej,

DI[f] (mod regip) =

{HQ(APT(f); [) jesli m jest nieparzyste i r jest parzyste,
H(AP.(f);l) w pozostatych przypadkach,
gdzie m = 20 + 1 albo m = 2[ oraz
AP.(f) = {i: b; # 0} N Div(r).
Ponadto, dla r nieparzystych (Wniosek 4.14)
DP'[f] (mod regiz) = D"[f] (mod reg;) = H(Ap(r);1)).

Autor podaje (Twierdzenie 4.18) doktadng wartosé D[ f] (mod regi o)
w przypadku gdy AP.(f) = Div(r) i r jest iloczynem co najmnie;j
réznych liczb pierwszych.

Nastepnie podany jest opis zbioru AP, (f) na 4-wymiarowych roz-
maitoéci jednospdjnych z okreslona (dodatnio lub ujemnie) forma
przeciecia. Nastepnie autor skupia sie na badaniu odwzorowan sum
spéjnych zespolonych przestrzeni rzutowych CP? ((C_Pz) Rozwazania
te koficzy podanie algorytmu obliczania D™[f] (mod reg; ) w przy-
padku sumy spéjnej dwéch przestrzeni CP2.

Ostatnia cze$é rozprawy poswiecona jest badaniu niezmiennika
D,(f; M,0M) zdefiniowanego przez Graffa i Jezierskiego dla odw-
zorowan gladkich pary (M,0M) w siebie, gdzie M i OM sa jed-
nospéjne. Liczba D,(f; M,0M) minimalizuje liczbe punktéw r-
okresowych w gtadkiej klasie homotopii pary (M, dM). Jej definicja,
co do gléwnej idei, jest podobna do definicji D*[f]. Autor podaje
metody kombinatorycznego obliczania niezmiennika D, (f; M,0M).
Podano réwniez warunki kiedy D, (f; B™, S™) (m > 3) jest réwny
1 albo zero.

Uwagi i komentarze:

1. W definicji danych okresowych funkcji f (str. 31-32) sa pewne
nieécistoéci. Podprzestrzen EU™ jest podprzestrzenia niestabilng dla
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D, fP. Ponadto, typ orientacji A zalezy tylko od Dy f?|gun. Dokladniej,
A = sgndet (Dg fP|gun).

2. Troche razi uzywanie sformutowan typu: ”w celu doktadnego

zbadania minimalnej slosci punktéw statych...”, ” czy w klasie funkcji
gladkich minimalna 7loéé punktéw statych...” (str. 11).

3. W zdaniu (str. 54) ”Warto wigc potrzebne elementy, ktére
postuza do znajdowania wartosci niezmiennika i zalgorytmizowanie
obliczen.” czegos$ brakuje.

4. Rozprawa jest starannie napisana. Pomimo jej obszernosci
znalazltem tylko kilka literéwek. Przykiadowo, na str. 52 zamiast
U C R powinno by¢ U C R™.

Nieliczne krytyczne uwagi zawarte w recenzji nie zmieniajg mo-
jej zdecydowanie pozytywnej opini o rozprawie. Stwierdzam, ze
rozprawa doktorska pana magistra Adriana Myszkowskiego
spelia wszystkie ustawowe i zwyczajowe wymagania staw-
iane rozprawom doktorskim i wnosze o dopuszczenie jej au-
tora do dalszych etapéw przewodu doktorskiego.
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