DZIEKANAT WYDZIALU FIZYKI TECHNICZNE]

’I || Ill I MATEMATYKI STOSOWANE|
Wpl i
RPU/24477/2022 P Plynelodnia 2022 -10- 2 7

Data:2022-10-26

----------------

Warszawa 24.10.2022 r.
prof. dr hab. Janina Kotus
Wydzial Matematyki
i Nauk Informacyjnych
Politechnika Warszawska

Recenzja rozprawy doktorskiej mgr. Adriana Myszkowskiego
pt.” Periodic expansion of the topological invariants of iterations
in the theory of periodic points of smooth maps”

Promotorem recenzowancj rozprawy doktorskiej jest prof. dr hab. Grzegorz Graff z Politech-
niki Gdanskiej. Tematyka rozprawy dotyczy dyskretnych ukltadéw topologicznych, a dokladniej
minimalizacji zbioru okreséw w klasic homotopii dyfeomorfizéw Morse’a-Smale’a oraz mini-
malizacji liczby punktéw okresowych w gladkiej klasie homotopii. Czeéé¢ gtéwnych wynikéw
rozprawy zostala juz opublikowana w pracach:

[1 ] G. Graff, J. Jezierski i A. Myszkowski, Computations of the least number of periodic
points of smooth boundary-preserving self-maps of simply-connected manifolds, Topol.
Methods Nonlinear Anal. 56 (2020), 589-606.

[2 ] G. Graff, M. Lebiedz i A. Myszkowski, Periodic expansion in determining minimal sets
of Lefschetz periods for Morse-Smale diffeomorphisms, J. Fized Point Theory Appl 21
(2019), 99-115.

Rozprawa sklada sie ze wstepu i 5 rozdzialéw. Rozdzial pierwszy zawiera liste ozna-
czen stosowanych w pracy oraz definicje elementarnych pojeé¢ (np. indeksu punktu stalego,
liczby Lefschetza iteracji funkeji). Rozdzial drugi dotyczy rozwinieé okresowych funkcji aryt-
metycznych, czyli zapisania ich za pomoca kombinacji pewnych bazowych ciagdéw okreso-
wych, zwanych regami, oraz zbioréw algebraicznych. W szczegdlnosci, oméwiono rozwiniecia
okresowe liczb Lefschetza n-tej iteracji {L(f™)}32,, rozwiniecia okresowe indekséw iteracji
w punktach okresowych dyfeomorfizméw i rozwiniecia okresowe liczb Lefschetza funkeji quasi-
unipotentnych. Opisano takze kongruencje Dolda i ich zwigzek z rozwinieciem okresowym.

W rozdziale trzecim bada si¢ minimalny zbiér okreséw Lefschetza H Per(f) przeksztalcen
zdefiniowanych na zwartych rozmaito$ciach Riemanna. Poczatki tej tematyki siegaja lat 70.
ubicglego wicku. Tymi zagadnieniami zajmowali si¢ miedzy innymi J. Guckeinheimer, M. Mi-
siurewicz, L.S. Yang, J. Llibre, W. Marzantowicz, G. Graff i inni. Z kolei, badanie mini-
malnego zbioru okreséw M Per,,s(f) dla gladkiej klasy homotopii dyfeomorfizméw Morse’a-
Smale’a zdefiniowanych na zwartych rozmaitosciach zainicjowali J.L. Giraco i J. Llibre. Zrobili



to dla dyfemorfizméw Morse’a-Smale’a zdefiniowanych na dwuwymiarowym torusie. Ich praca
jest tez jedyna w ktorej opisano realizacje obu zbioréw tzn. minimalnych zbioréw okreséw
HPer(f)iMPermys(f). Prace J.L. Giraco i J. Llibre daly poczatek nowemu niezmiennikowi -
minimalnemu zbiorowi okreséw Lefschetza M Perp(f). Definicja ta bazuje na przedstawieniu
funkcji zeta Lefschetza Z;(t) jako iloczynu

n(f)

[[a+ada™,

t=1

gdzie A € {-1,1} , 7; sa dodatnimi liczbami catkowitymi, m; sa niezerowymi liczbami
catkowitymi oraz n(f) jest liczba naturalng zalezna od funkcji f. Wtedy minimalny zbiér
okreséw Lefschetza M Pery(f) := ({r1,..., 7}, gdzie przeciecie rozwazamy po wszystkich
mozliwych przedstawieniach funkeji Z¢(t). Korzystanie z tej definicji nastrecza pewne pro-
blemy, poniewaz nie ma metody gerujacej wszystkie postacie funkeji zeta Lefschetza Zg(t).
W efekcie obliczanie minimalnych zbioréw okreséw Lefschetza M Perp(f) ogranicza sie do
niewielu przypadkéw. W rozdziale trzecim rozprawy zaproponowano nowy sposob oblicza-
nia niezmiennika M Perp(f) dla dyfeomorfizméw Morse’a-Smale’a, ktérych liczba Lefschetza
posiada okresowe rozwiniecie postaci L(f™) = |, bireg;(n). Udowodniono, ze

MPerp(f) ={i: b; # 0 oraz i jest liczba nieparzysta} N AP.(f) N (2N — 1)

(Twierdzenie 3.14). Wynik ten oznacza, ze reprezentacja M Pery(f) wyraza si¢ jednoznacz-
nie za pomoca rozwiniecia okresowego liczb Lefschetza. Jest to pierwszy z glownych wynikéw
rozprawy. Warto podkresli¢, ze ma on bardzo praktyczne znaczenie, poniewaz pozwala na
doktadne obliczanie niezmiennika M Perp(f), gdyz znane sa wzory na wspotczynniki b; roz-
winiecia okresowego liczb Lefschetza.

Drugie zagadnienic badane w rozdziale trzecim dotyczy realizacji zbioru minimalnych
okreséw Lefscheta odzworowan nieorientowalnej zwartej powierzchni IV, bez brzegu rodzaju g.
Sa to rozmaitosci homeomorficzne ze spdjna suma g rzeczywistych powierzchni rzutowych,
a jej grupy homologii wynosza odpowiednio Hy(N,; Q) = Q, Ha(Ny; Q) = 0 oraz

Hl(Ng)Q):@@@Q

g—1

W 2013 r. J. Llibre i V.F. Sirvent postawili pytanie: ,,czy dowolny skonczony zbiér nieparzy-
stych liczb naturalnych moze byé minimalnym zbiorem okreséw Lefschetza dla pewnego C'
dyfeomorfizmu Morse’a-Smale’a zdefiniowancego na nicorientowalnej zwartej powierzchni bez
brzegu rodzaju g 77 OdpowiedZ zawiera Twierdzenie 3.18, ktére orzeka, ze taka konfiguracje
mozna zrealizowaé dla odwzorowan quasi-unipotentnych. Poniewaz dyfecomorfizmy Morse’a-
Smale’a zwartych rozmaitosci sg funkcjami quasi-unipotentnymi (tzn. homorfizm grup homo-
logii indukowany przez przez dyfeomorfizm Morse’a-Smale’a ma jako wartosci wiasne tylko
pierwiastki pierwotne z jedynki), zatem Twierdzenie 3.18 daje czeSciowa odpowiedZ na pytanie



J. Llibre i V.F. Sirventa. Do rozstrzygniecia pozostaje jeszcze kwestia, czy kazde odwzoro-
wanie otrzymane w Twierdzeniu 3.18 jest homorfizmem indukowanym przez dyfeomorfizm
Morse’a-Smale’a okreslony na rozmaitoéci N;. W dowodzie Twierdzenia 3.18 skorzystano
7 poprzedniego wyniku, czyli Twierdzenia 3.14, mdéwiacego o nowym sposobie obliczania mi-
nimalnego zbiéru okreséw Lefschetza M Perp(f). Kolejny wynik, udowodniony w rozdziale
trzecim, jest odpowiedzig na inne pytanie J. Llibre i V.F. Sirventa: ,,czy dowolny skoniczony
zbiér nieparzystych liczb naturalnych moze by¢ minimalnym zbiorem okresow Lefschetza
dla pewnego C'! dyfeomorfizmu Morse’a-Smale’a zdefiniowanego na orientowalnej zwartej po-
wierzchni My bez brzegu rodzaju g 7?7 Po pierwsze udowodniono, ze w tym przypadku jesli
dyfeomorfizm Morse’a-Smale’a zmienia orientacje, to minimalny zbidr okreséw Lefschetza
MPerp(f) jest zbiorem pustym. Analogicznie, jak w poprzednim pytaniu uzyskano odpo-
wiedZ pozytywna dla odwzorowan quasi-unipotentnych, czyli pokazano, ze skonstruowane
przeksztalcenie spelnia warunki konieczne dla istnienia homorfizmu indukowanego przez dy-
feomorfizm Morse’a-Smale’a. W obu przypadkach podano tez postaé¢ funkeji zeta Lefschetza
dla skonstruowanych przeksztalcen quasi-unipotentnycli. Ostatni problem rozwazany w tym
rozdziale zostal postawiony przez B. Iskre i V.F. Sirventa, ktorzy podali postaé¢ funkeji
zeta Lefschetza (wzdr 3.21) przeksztalcenia quasi-unipotentnego generowanego przez zmie-
niajacy orientacje dyfeomorfizm Morse’a-Smale’a rozmaitoéci My. Dla quasi-unipotentnego
przeksztalcenia zachowujacego orientacje postaé funkeji zeta Lefschetza podali J. Llibre and
V.F. Sirvent (takze wzér 3.21). Analogicznie, jak poprzednio, zdefiniowano dla tych prze-
ksztalcen minimalny zbidér okreséw Lefschetza. W pracy udowodniono, 7ze dla skonczonego
zbioru liczb nieparzystych S istnieje funcja zeta Lefschetza postaci zadanej wzorem (3.21), dla
ktérej zbidr S jest minimalnym zbiorem okreséow Lefschetza. Wynik ten zawicra Lemat 3.34.
Odpowiedzi na przytoczone wyzej pytania stanowia drugi gtéwny wynik rozprawy.

Na zakonczenie rozdzialu trzeciego opisano algorytm stuzacy do znajdowania minimal-
nych zbioréw okreséw Lefschetza M Perp(f) dla dyfeomorfizméw Morse’a-Smale’a rozma-
itosci Ny. Korzystajac z tego algorytmu doktorant i promotor policzyli minimalne zbiory
okreséw Lefschetza dla dyfeomorfizméw Morse’a-Smale’a rozmaitosci Ny dla g = 1,...,54
i dla rozmaitosci M, dla g = 1,...,20. Uzyskane wyniki poréwnano z wyliczeniami J. Llibre i
V.F. Sirventa, wskazujac nieuwzgledniony przez nich przypadek. Warto dodac, ze stworzenie
algorytmu stalo sie mozliwe dzieki udowodnionemu wczesniej Twierdzeniu 3.14.

Rozdzial czwarty i piaty dotyczy minimalizacji liczby punktow r-okresowych funkcji f
zdefiniowanej na jednospdjnej rozmaitosci zwartej bez brzegu lub z jednospdjnym brzegiem
w klasie C'-homotopii. Poczatki tej teorii pochodza od J. Nielsena. Tymi zagadnieniami
zajmowali si¢ miedzy innymi A. Dold, S.N. Chow, J. Mallet-Paret, J.A. York, M. Schub,
D. Sullivan, a takze J. Jezierski, G. Graff i P. Nowak-Przygodzki. We wstepie przypo-
muiano definicje¢ liczby Nielsena N F.(f) rzedu r odwzorowania f oraz rezultat J. Jezierskiego
moéwiacy, ze liczba Nielsena NF,(f) réwna sie minimum z liczby punktéw stalych iteracji
g" dla przeksztalcern ¢ homotopijnych z f. W podrozdziale pierwszym przypomniano kon-
strukcje niezmiennika Dolda D™[f]. Jego twércami sa G. Graft 1 J. Jezierski, ktérzy stworzyli



analogon teorii Nielsena dla gtadkich klas homotopii. W szczegdlnoéci G. Graff 1 J. Jezierski
udowodnili, ze dla przcksztalcenia f klasy C! zwartej, gladkicj i jednospéjnej rozmaitosei M
wymiaru m > 3 i ustalonego r € N, niezmiennik Dolda D*[f] réwny jest minimum z liczby
punktéw stalych iteracji ¢" dla g homotopijnych z f. Waznym zagadnieniem w tej teorii jest
okreélenie warunkéw koniecznych, ktére spetniajg indeksy punktu stalego. Dla ciaglej klasy
homotopii A. Dold udowodnil, ze ciag indekséw punktu stalego musi speliaé warunek na-
zwany kongruencja Dolda. W przypadku gladkiej klasy homotopii warunki sa o wiele bardziej
restryktywne. Wynika to z prac M. Shuba i D. Sullivana oraz S.N. Chowa, J. Mallet-Paret
i J.A. Yorka. Przypuszczano takze, ze warunki wskazane przez S.N. Chow, J. Mallet-Paret
i J.A. Yorka sa réwniez wystarczajace do realizacji dowolnego ciagu liczb catkowitych jako
ciagu indekséw pewnej funkcji klasy C'. Pelne rozwiazanie tej hipotezy dla dowolnego wy-
miaru m € N przedstawili G. Graff, J. Jezierski i P. Nowak-Przygodzki. Kolejnym aspektem
w tej teorii jest obliczanie niezmiennika Dolda D[f]. Dotychczas metody kombinatorczne
obliczania tego wspdlczynnika znane byly tylko dla r-nieparzystych i tylko w tym przypadku
znany byl algorytm pozwalajacy go obliczy¢é. W pracy [2], wymienionej wyzej, wprowadzoino
nowy niezmiennik H(B,[) i podano jego kombinatoryczng konstrukcje. W rozdziale czwartym
zdefiniowano dodatkowy niezmieunik Hso(B,l) i podano jego kombinatoryczng konstrukeje.
W sumie pozwolito to obliczy¢ niezmiennik Dolda D*[f] takze dla dowolnego r € N (Twier-
dzenie 4.13 i Twierdzenie 4.20) uogdlniajac wezesniejsze wyniki G. Graffa i J. Jezierskiego na
przypadek parzystych r. To uogdlnienie jest trzecim gléwnym wynikiem rozprawy.

Kolejny rezultat uzyskany w rozdziale czwartym dotyczy gladkiego odwzorowania f sumy
spdjnej dwdch zespolonych powierzchni rzutowych stopnia deg(f) = £ > 1. Udowodniono,
ze wtedy zbidr okreséw algebraicznych AP(f) jest tozsamy ze zbiorem liczb naturalnych
(Twierdzenie 4.34). Nastepnie dla sumy spéjnej m zespolonych przestrzeni rzutowych stopnia
deg(f) = k > 11 dla r, bedacego iloczynem liczb pierwszych, policzono dokladna wartosé
niezmiennika D2[f] (Twierdzenie 4.36). Na zakoriczenie rozdziatu czwartego podano algorytm
do obliczenia wartosci D}[f] dla matych r.

W piatym rozdziale pracy bada sie niezmiennik D,.(f; M,0M) zdefiniowany przez de-
kompozycje ciagdéw liczb Lefschetza {L(f™)}2, {L(f™)}2, iteracji funkcji f*i f* = fiom
na minimalng liczbe odpowiednich kombinacji ciggdéw indekséw punktu stalego w punktach
stalych iteracji. G. Graff i J. Jezierski udowodnili, ze dla gladkich, zwartych i jednosp6jnych
rozmaitosci wymiaru m > 4 z jednospéjnym brzegiem M i r € N zachodzi, ze

D.(f; M,0M) = min _f{Fix(g").
( ) (y,.f7)~(f,f)ﬂ (¢")

Pierwszy wynik tego rozdziatu zawiera odpowiedz na pytanie, kiedy niezmienik D, (f; M,0M)
wynosi 1 lub 0. Odpowiedz zawiera Twicrdzenie 5.11, ktore podaje warunki konieczne i dosta-
teczne, jakie musi spelniaé¢ para funkcji (f, f) przeksztalcajaca (B™*!, S™) w siebie, m > 3,
aby liczbe r punktéw okresowych mozna bylo zredukowaé do jednego punktu w klasie C*
homotopii dla r nieparzystych, bedacych iloczynem poteg liczb pierwszych. Nastepnie za-
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proponowano kombinatoryczny sposéb obliczania D, (f; M,0M) (Twierdzenie 5.14 i 5.16).
Ostatnie zagadnienie rozpatrywane w tym rozdziale dotyczy znalezienia warunkow pozwa-
lajacych na zredukowanie obliczeri niezmiennika D, (f; M,0M) odpowiednio dobrana i ob-
szerna literaturado obliczenia D™[f] dla przeksztalcenia f przeksztalcajacego OM w siebie.
Warunki te sformutowano w Twierdzeniu 5.21, w ktérym takze obliczono wartosci niezmien-
nika D,(f; M,0M). Rezultaty uzyskane w tym rodziale stanowia czwarty gléwny wynik

rozprawy.

Praca zredagowana jest do$¢ starannie, niemniej zdarzaja sie pomytki dotyczace glownie
odwolan. Np. na stronie 13 powolano si¢ na artykut W. Marzantowicza i P. Nowaka - Przy-
godzkiego podajac btednie numer [12]. Na tej samej stronie powotano si¢ na Twierdzenie 2.5
z rozdzialu drugiego. Niestety, nie ma w nim twierdzenia o takim numerze. Uklad pracy jest
bardzo dobrze przemys$lany. Bardzo pomocna jest lista oznaczen umieszczona na poczatku
rozdzialu pierwszego. Swietnie zredagowany jest wstep, ktory jest dobrym przewodnikiem po
rozprawic. W mojej ocenie rozprawa doktorska mgr. Adriana Myszkowskicgo spelnia klu-
czowe wymagania, ktére stawia sie rozprawom doktorskim. Przede wszystkim rozprawa pre-
zentuje bardzo dobrg znajomosé tematyki, o czym $wiadczy odpowiednio dobrana i obszerna
literatura, a takze korzystanie z najnowszych technik i rezultatéw. Praca zawiera wiele ory-
ginalnych wynikéw z zakresu topologicznych niezmiennikéw przeksztalcen ciaglych/gtadkich
zwartych rozmaitosci w zadanej klasie homotopii. Jest to dziat topologicznych uktadéw dyna-
micznych, ktory w ciagu ostatniej dekady dosé intensywnie si¢ rozwija. Niemata w tym zaslhiga
promotora rozprawy i jego wspoOlpracownikéw. W rozprawie podano efektywne metody po-
liczenia wielu waznych niezmiennikéw, czasami bylo to doliczenie brakujacych przypadkow,
w wiekszosci jednak zrobiono to po raz pierwszy. Jej istotnym rezultatem sa twierdzenia
dotyczace realizacji zadanych konfiguracji niezmiennikéw. Wreszcie podano algorytmy, dzieki
ktérym znaleziono wszystkie konfiguracje niezmiennikéw dla badanych odwzorowan. Uzy-
skane wyniki wymagalty pomystowosci, a zaprezentowane dowody $wiadcza o $wietnym opa-
nowaniu warsztatu, w tym takze informatycznego.

Rozprawa mgr. Adriana Myszkowskiego spelnia zwyczajowe wymagania stawiane w srodowisku
matematycznym rozprawom doktorskim. Spelnia takze wymagania art. 187 Ustep 1 i 2
Ustawy z dnia 20 lipca 2018 r. Prawo o szkolnictwie wyzszym i nauce. Dlatego wnosze o do-
puszczenie pana mgr. Adriana Myszkowskiego do dalszych etapéw przewodu doktorskiego.
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