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Omowienie osiagniecia naukowego

Struktura tej czg¢Sci dokumentu jest nastgpujaca. Rozdzial IV.1 zawiera wstgpne informacje:
og6lng motywacj¢ badar, skrécony opis gtéwnych wynikéw osiagnigcia oraz wprowadzenie w
terminologi¢. Rozdziat IV.2 to rozszerzony opis osiagnigcia. Podzielony zostal on na dwa pod-
rozdzialy odpowiadajace strukturze przedtozonego cyklu prac: podrozdziat IV.2.1 dotyczy pod-
przestrzeni prawdziwie wieloczastkowo splatanych i omawia wyniki uzyskane w pracach [H3-H&8],
natomiast podrozdzial IV.2.2 przedstawia wyniki prac [H1, H2], dotyczace nieréwnowaznosci spla-
tania i nielokalnych korelacji w uktadach wieloczastkowych. W podrozdziatach tych podaje takze
szczegbtowe cele badawcze 1ich motywacje. W rozdziale I'V.3 przedstawiam swoje plany naukowe
na przyszio$¢ zwiazane z tematyka cyklu habilitacyjnego. Literatura (z pominigciem pozycji [H1-
HS]) znajduje si¢ na koficu dokumentu.

IV.1 Wstep

Splatanie jest jednym z podstawowych pojeé informatyki kwantowej. W podstawowej formie
dotyczy ono uktadéw dwuciatowych i takie uktady, zwlaszcza te z niskowymiarowymi poduktada-
mi, zostaly jak dotychczas najlepiej zbadane. Szybko zdano sobie sprawe z faktu, ze znaczenie
splatania w takich systemach wykracza poza ramy czysto teoretyczne i moze by¢ ono uzywane
w protokotach przetwarzania informacji, np. gestym kodowaniu [1], teleportacji [2], czy tez dys-
trybucji klucza kryptograficznego [3]. Ostatni z tych protokotéw wykorzystuje fakt, ze splatane
stany kwantowe moga wykazywac nielokalnos¢ typu Bella (bellowska), tzn. lokalne pomiary na
ich poduktadach moga prowadzi¢ do statystyk, ktérych nie da si¢ opisaC lokalnie realistyczna
teorig [4]. Nietrywialny fakt, ze nielokalno$¢ bellowska nie dotyczy wszystkich stanéw spla-
tanych okre§lamy mianem nieréwnowaznosci tych pojeé. Inng nieréwnowazng forma nielokalnych
korelacji w uktadach dwucialowych jest sterowalnos¢ [5, 6], plasujaca si¢ migdzy splataniem a
nielokalnoSciag bellowska. Zaréwno sterowalnosé, jak i nielokalno$¢ bellowska sg same w sobie
uzytecznymi zasobami w protokotach niezaleznej od urzadzen kwantowej dystrybucji klucza kryp-
tograficznego (ang. device-independent quantum key distribution; DIQKD) [7, 8].

W powyzszym kontekScie naturalnie nasuwa si¢ pytanie o charakteryzacj¢ uktadéw skladaja-
cych si¢ z trzech lub wigcej poduktadéw, tzw. uktadéw wieloczastkowych. Stwierdzono, ze struk-
tura splatania w takim przypadku jest znacznie bogatsza 1 nie jest prostym rozszerzeniem forma-
lizmu dwuczastkowego [9, 10]. Przyktadowo, trzy kubity moga by¢ splatane na dwa nieréwnowaz-
ne sposoby [9]. Podobnie opis nielokalnych korelacji — ich wzajemnych relacji oraz zwiazku ze
splataniem — jest znacznie bardziej ztozony. Bogactwo tych struktur przektada si¢ na szerokie
praktyczne zastosowania stanéw wieloczastkowych. Prominentng rolg w tym zakresie odgry-
waja stany prawdziwie wieloczastkowo splatane (ang. genuinely multipartite entangled; GME),
reprezentujace najmocniejsza forme splatania. Sa one m. in. integralnym elementem algoryt-
moéw kwantowych [11] oraz kwantowych obliczen opartych na pomiarach (ang. measurement-
based quantum computation) [12]. Pokazano takze, ze stany GME sa konieczne do osiagnigcia
maksymalnej czutoSci w pewnych ogdlnych zadaniach metrologicznych [13] oraz niezbgdne w
wieloczastkowej destylacji klucza kryptograficznego [14]. Ich uzytecznos¢ stwierdza si¢ takze w
protokotach opartych na nielokalnoSci, np. w niezaleznej od urzadzen wielouzytkownikowej kryp-
tografii, gdzie sa konieczne do certyfikacji prywatnosSci lokalnych wynikéw pomiaréw [15].



Lista zastosowan stanéw GME begdzie z pewnoScig ciagle si¢ wydluzata wraz z rozwojem
sieciowych technologii kwantowych, zatem ich kompleksowa charakteryzacja stanowi bardzo waz-
ne zagadnienie, ktéremu w literaturze poswigca si¢ sporo uwagi. Nadrz¢dng motywacja badan
przedtozonego cyklu publikacji [H1-H8] byto przyczynienie si¢ do lepszego zrozumienia splatania
w uktadach wieloczastkowych, w tym jego relacji z nielokalnymi korelacjami.

Oméwmy tutaj pokrétce gtéwne wyniki prac wchodzacych w sklad osiagnigcia. W pracach
[H1, H2] analizowali§my relacj¢ migdzy splataniem oraz nielokalnymi korelacjami w uktadach
wielu czastek. W szczegdlnosci, w pracy [H1] wykazaliSmy, ze nielokalno$¢ typu Bella i splatanie
w uktadach wieloczastkowych nie sa rOwnowazne, tzn. istnieja stany GME, ktore nie sa prawdzi-
wie wieloczastkowo nielokalne (ang. genuinely multipartite nonlocal; GMNL). Zagadnienie rozwi-
jane bylo w pracy [H2], gdzie uogdlniliSmy kryterium splatania z pracy [H1] oraz rozwazyliSmy
w wigkszych szczegélach takze zagadnienie nierdwnowaznosSci splatania i sterowalnosci. Prace
[H3-H8] poswigcone sa analizie podprzestrzeni prawdziwie wieloczastkowo splatanych (ang. ge-
nuinely entangled subspace; GES), tj. podprzestrzeni sktadajacych si¢ wytacznie ze stanow GME.
W pracy [H3] wprowadziliSmy formalnie pojecie GES-a i podaliSmy kilka ogdélnych konstrukcji
takich podprzestrzeni w oparciu o nieortogonalne nierozszerzalne bazy produktowe (ang. unexten-
dible product basis; UPB). Zagadnienie konstrukcji rozwazaliSmy dalej w [HS], gdzie podaliSmy
metode konstrukcji GES-6w o maksymalnych wymiarach, oparta na pewnej charakteryzacji pod-
przestrzeni catkowicie splatanych przy uzyciu macierzy petnego rzgdu. Kulminacja tej cz¢sci pro-
jektu byta praca [H8], w ktoérej podatem pierwsza w literaturze uniwersalng praktyczna konstrukcje
GES-6w osiagajaca dowolne wymiary w ogélnym scenariuszu wieloczastkowym. W pracy [H7]
udowodnitem natomiast, ze nie istnieja GES-y o pewnych wymiarach konstruowane z ortogonal-
nych UPB. Wynik ten czg¢$ciowo odpowiada na pytanie otwarte postawione w [H3]. Na dzieh
sktadania wniosku jest to jedyny wynik tego rodzaju w literaturze. W pracy [H4] analizowaliSmy
splatanie GES-6w i stanéw z nimi zwigzanych w sposéb iloSciowy. PodaliSmy m. in. metody wyz-
naczania minimalnego splatania GES-6w 1 wyznaczyliSmy t¢ wielkoS¢ dla nowo skonstruowanych
podprzestrzeni. W pracy [H6] podaliSmy kryterium splatania podprzestrzeni i zbadaliSmy jego
stosowalnos¢ w réznych przypadkach. Praca jest ogélna i dotyczy takze podprzestrzeni catkowicie
splatanych.

Zanim przejdziemy do bardziej szczegdtowego omdéwienia osiagnigcia, wprowadzimy stosowna
notacje¢ 1 przypomnimy odpowiednie pojgcia.

IV.1.1 Notacja

Bedziemy rozwazaé N-czastkowe przestrzenie Hilberta

H=CrheC?g. . .@CW (1)

z wymiarami poduktadéw d; < oo. W przypadku réwnych wymiaréw lokalnych d, przestrzen
bedziemy oznaczaé H v z odpowiednim N. Poduktady oznaczane beda przez A;,i =1,2,..., N,
podczas gdy caty uklad A := A;A,... Ay. Podziat A na dwa roztaczne zbiory, A = S U S,
gdzie SN S = (), bedziemy nazywali dwupodziatem lub cigciem i oznaczali S|S. W przypadku
matych uktadéw ich poduktady beda indeksowane przez A, B, ... Do oznaczania stanéw czystych
z H bedziemy tradycyjnie uzywac liter greckiego alfabetu: |¢)x, |¢)x, ..., gdzie X odpowiada



poduktadom. Stany czyste bedziemy zapisywac jako

|77Z)> = (aovala"'7ad—1)a (2)

tzn. pomijajac transpozycje. Tam, gdzie nie sa one istotne, pomijamy czynniki normalizacyjne
w stanach czystych. Stany mieszane beda oznaczane jako ox, ox, ... Zbidr stanéw mieszanych
zdefiniowanych na H bedzie oznaczany jako D(H).

IV.1.2 Splatanie w uktadach wielu czastek

Wprowadzenie w terminologi¢ zaczynamy od omdwienia splatania (zob. np. [16, 17, 18]).

Stan czysty |1))a € H nazywamy w peini produktowym (ang. fully product) lub krétko produk-
towym, jesli jest on iloczynem stanéw czystych na wszystkich poduktadach, tj. [)x = |p)a, ®
)4, @ -+ @ &) 4, Z drugiej strony, gdy stan nie jest w petni produktowy, to nazywamy go splq-
tanym. Stany, ktére dla pewnego cigcia S|S mozna zapisaé jako [1))a = [()s ® |¢)g, nazywamy
dwuproduktowymi' (ang. biproduct). Ostatecznie, jesli stan splatany |1)) A nie jest dwuproduktowy,
tzn. jesli

() # Qs @ 16) s 3)

dla kazdego cigcia S|S, to nazywamy go prawdziwie wieloczastkowo splatanym (ang. genuinely
multipartite entangled; GME). Najbardziej znanymi przyktadami takich stanéw sa stan Greenber-
gera-Hornego-Zeilingera (GHZ) [19], |GHZ) = \%(!00@ + |111)), oraz stan W [9], |W) =
5(1001) +1010) + [100)).

Stan mieszany px € D(H) nazywamy w peini separowalnym (ang. fully separable) lub krétko
separowalnym, jesli mozna go zapisa¢ jako kombinacj¢ wypukla w petni produktowych stanéw
czystych, §j. oa = 3=, pilei) (@il a, @ [} (Dila, @ - - @ |&) (Gl ay gdzie p; = 0 oraz 32, p; = 1. W
przeciwnym przypadku stan nazywamy splqtanym. Dalej, stan nazywamy dwuseparowalnym (ang.
biseparable), jesli jest on kombinacja stanéw separowalnych ze wzgledu na ré6zne dwupodziaty,
czyli

oa = qg30", )
s13
gdzie i
o™ =Y " pilei)(pils @ |6:)(ils- S

Ostatecznie, jesli stan nie jest dwuseparowalny, to nazywamy go prawdziwie wieloczqstkowo splq-
tanym. Podobnie jak w przypadku stanow czystych, stany takie bedziemy krotko nazywac stanami
GME. Zilustrujmy koncepcj¢ przypadkiem trzyczastkowym: stan p4pc jest GME, jesli zachodzi
dlaniego 0 4pc # p10Y1PC +p20P14C 43 0ABIC, Przyktadem takiego stanu jest o= p|GH Z)(GH Z|
+ (1 —p)|W)(W|zdowolnym 0 < p < 1.

Gwoli kompletnosci przedstawienia klasyfikacji separowalnoSci w uktadach wieloczastkowych
nadmienmy, ze w analogiczny sposéb mozna ogdlniej méwic o K -produktowosci 1 K -separowal-
nosci. Uzywa si¢ do tego K -podzialéw czastek, tj. podziatow A na K rozlacznych zbioréw.

! Kazdy stan w petni produktowy jest tez dwuproduktowy, ale nie kazdy stan dwuproduktowy jest w petni produk-
towy.



IV.1.3 Nierozszerzalne bazy produktowe (UPB)

Niech dany bgdzie zbiér k wektorow produktowych nalezacych do H:
S={lpda, ®|¢:)a, ® - ® &) ay iy, k< dimH. (6)

Zbiér S nazywamy nierozszerzalng bazq produktowq (ang. unextendible product basis; UPB), jesli
nie istnieje wektor w petni produktowy ortogonalny do wszystkich wektoréow ze zbioru S [20, 21].
Moéwiac inaczej, S jest UPB, jesli (spanS)+ zawiera tylko wektory splatane. Jesli elementy UPB sa
wzajemnie ortogonalne, to baz¢ nazywamy ortogonalng UPB (oUPB); w przypadku, gdy UPB nie
ma tej wlasnoSci, méwimy o nieortogonalnej UPB (nUPB) (zob. np. [22, 23]). Prawdopodobnie
najbardziej znanym przyktadem oUPB jest nastepujacy zbior wektorow z (C?)®3:

{10)[0)]0), [-0)[=) 1), D) =), [ D)}, (7

gdzie |£) = |0) = |1). Nosi on nazwg Shifts. Rysunek 1 przedstawia tg bazg w postaci zupelnego
grafu z pokolorowanymi krawedziami, tzw. grafu ortogonalnosci (ang. orthogonality graph), w

10)ONO) I

milly Dty

Rys. 1: Graf ortogonalnosci UPB Shifts (7). Czerwona (pogrubiona) linia odpowiada ortogonal-
nos$ci na pierwszym poduktadzie, ztota (kropkowana) — drugim, zielona (kreskowana) — trzecim.

ktérym kolory oznaczaja podukiad, na ktérym zachodzi ortogonalno$¢ wektoréw potaczonych
dang krawedzia. Takie przedstawienie stanowi bardzo uzyteczna reprezentacj¢ oUPB, lub ogélniej
zbioru ortogonalnych wektoréw produktowych. Elementarnym przyktadem nUPB jest natomiast
nastepujacy zbior wektoréw z (C?)®2: K = {]0)|0), |1)|1), |+)|+)}. Latwo si¢ przekonad, ze or-
togonalizacja tych wektoréw prowadzi do nowego zbioru K = {]0)0), [1)]1),]01) +|10)}, a zatem
bazy nieproduktowej. Zauwazmy takze, ze wektory z K (lub K) rozpinaja po prostu dwukubitowa
podprzestrzefi symetryczna, Symm(C? ® C?), a jedynym wektorem ortogonalnym do nich jest
maksymalnie splatany stan |01) — |10). Istnieje zwarta reprezentacja podprzestrzeni symetrycznej
dwuczastkowej przestrzeni o dowolnych lokalnych wymiarach d przy uzyciu ciagtej rodziny nieor-
togonalnych stanéw produktowych: Symm(C? ® C¢) = span U, gdzie U = {|a)|a) | |a) € C?}.
Dopetnieniem ortogonalnym Symm(C? @ C9) jest przestrzefi antysymetryczna, Antisymm(C? ®
C9), ktéra, jak dobrze wiadomo, nie zawiera stanéw produktowych. Zbiér U ma zatem wlasno§é
produktowej nierozszerzalnosci. Nie jest on baza, bo zawiera za duzo wektoréw. Wybierajac jed-
nak jego (d+1) liniowo niezaleznych elementéw mozna stworzy¢ bazg — nUPB — dla span U.

2
Bedziemy uzywacd tego typu reprezentacji podprzestrzeni w dalszej czg$ci dokumentu.
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UPB znalazty wiele waznych zastosowan w kwantowej teorii informacji. To najbardziej bezpos-
rednie, a zarazem najwazniejsze dla omawianego osiagnigcia, wynika z samej ich definicji — fakt,
ze w dopetnieniu ortogonalnym oUPB oraz nUPB nie ma stanéw produktowych pozwala w oparciu
o takie bazy w elementarny sposéb konstruowac splatane stany czyste oraz mieszane. Szczegdlng
klas¢ stanéw tak budowanych stanowia stany o nieujemnej czgSciowej transpozycji (ang. positive
partial transpose; PPT) ze wzgledu na wszystkie cigcia [20, 22, 23, 24], czyli stany o splataniu
zwiazanym (ang. bound entanglement) [25, 26]. Konstrukcja jest szczegdlnie prosta dla oUPB.
Wiadomo takze, ze oUPB stanowig przyklady zbioréw stanéw produktowych, ktérych elementy
nie sa lokalnie rozréznialne [20, 21] — efekt taki nazywany jest nielokalnoscia bez splatania [27].
Ponadto, oUPB okazaly si¢ uzyteczne np. w konstrukcji nieréwnosci typu Bella bez kwantowego
famania [28].

IV.1.4 Nielokalne korelacje — nielokalnos¢ bellowska i sterowalnos¢

Omoéwimy tutaj dwa rodzaje nielokalnych korelacji — nielokalnos¢ typu Bella (bellowska) oraz
sterowalno$¢ — skupiajac si¢ gtéwnie na pierwszym z nich, jako ze ma on wigksze znaczenie w
przedtozonym cyklu.

Zanim wprowadzimy odpowiednie pojgcia, przypomnijmy bardzo krétko, jak modelowane
matematycznie sa pomiary w mechanice kwantowej. Pomiar M jest zbiorem operatorow { M; ;’;51,
gdzie ¢ odpowiada wynikom pomiaru, takich, ze M; > 0 oraz ) . M; = 1. Prawdopodobiefistwo

uzyskania i-tego wyniku w pomiarze M na stanie o dane jest przez formut¢ Borna
p(i|M) = tr(M;p). (8)

Jesli zachodzi M; M; = M;d;, to pomiar nazywamy rzutowym (ang. projective measurement); w
ogllnym przypadku pomiar nazywamy uogolnionym (ang. generalized measurement) lub POVM
(od angielskiego positive-operator valued measure). Zbioér pomiaréw rzutowych stanowi naturalnie
podzbidr zbioru pomiaréw uogdlnionych.

PrzejdZzmy do oméwienia (nie)lokalnosci typu Bella (zob. np. [29]). Rozwazmy N rozdzielo-
nych przestrzennie uczestnikow, bedacych w posiadaniu stanu g5 € D(#H), ktérego i-ty poduktad
jest w rekach A;. Na swojej czesci stanu p uczestnicy moga wykonywaé pomiary M4 =

{M;ﬁii}ai, i = 1,2,...,N, gdzie a; numeruja wyniki. Prawdopodobienstwo uzyskania a :=
ai,...,ay wpomiarze M := M4t . MAN dane jest przez
P(aIM) = plar,. .. axlMA o MAY) =t (M @ MA) o] . ©)

Mowimy, ze stan pa jest w petni lokalny (ang. fully local), jesli dla dowolnego wyboru pomia-
réw M prawdopodobieristwo p(a|M) moze by¢ zapisane jako

p(a|M) = / AN W) (ar | M, Npa(asl MA2,\) - i (aw | MAY ), (10)
Q

gdzie w jest gestoscia prawdopodobienstwa zmiennej A okreslonej na 2, natomiast py(+|-) sa pew-
nymi rozktadami prawdopodobienstwa odpowiadajacymi uczestnikom, nazywanymi funkcjami od-
powiedzi (ang. response functions). Jesli stan nie jest w pelni lokalny, to nazywamy go nielokalnym
(ang. nonlocal). Nielokalno$¢ stanu mozna wykazaé stwierdzajac tamanie przez niego pewnej
nierownoSci typu Bella (ang. Bell-type inequality, Bell inequality). Dalej, méwimy, ze stan g, jest
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dwulokalny 1ub bilokalny (ang. bilocal), jesli dla dowolnego wyboru pomiaréw M prawdopodo-
biefistwo p(a|M) moze by¢ zapisane jako nastgpujaca kombinacja wypukta:

p(alM) = me/ dX wgz(Mps(asIM®, Nps(ag|M®, \), (11)
S|§ Q)5
gdzie sumowanie odbywa si¢ po wszystkich dwupodziatach oraz ax := {a;|A; € X} w pomia-

rach M¥ = {./\/lAi A e XEH X = S, S. Ostatecznie, stany, ktore nie sa bilokalne, nazy-
wane s3 prawdziwie wieloczqstkowo nielokalnymi (ang. genuinely multipartite nonlocal; GMNL)
[30]. Przyktadem czystego stanu GMNL jest N-czastkowy GHZ. Lokalno$¢ stanu kwantowego
oznacza, ze uczestnicy majacy dostgp do czysto klasycznych zasobéw w postaci zmiennej A z
odpowiednim rozktadem, nazywanej ukryta zmienng (ang. hidden variable), moga reprodukowac
statystyki kwantowych pomiaréw bez faktycznego ich wykonywania. Wystarczy, ze odpowiednio
dobiorg funkcje odpowiedzi, zgodnie z ktérymi beda deklarowac ,,wyniki” pomiaréw. W zwiazku
z powyzsza interpretacja mowi si¢, ze stany lokalne maja lokalny model z ukrytymi zmiennymi
(ang. local hidden variable model; model LHV), lub krétko maja lokalny model (odpowiedniego
typu). Ma sens méwienie o stanach, ktére sa lokalne dla wybranej klasy pomiaréw, w szczeg6l-
nosci pomiaréw rzutowych. W biezacym dokumencie skupiamy si¢ jednak na lokalnosci w naj-
ogOlniejszym sensie, tzn. gdy pomiary sg uogdlnione.

Analogicznie do przypadku separowalnosci mozna ogélniej méwi¢ o K -lokalnoSci stanow.

PrzejdZmy teraz do sterowalnoSci (ang. steering; zob. np. [31]). W dwuczastkowym scenariu-
szu dwoje uczestnikow, Alicja i Bob, dzieli nieznany stan kwantowy o4 p. Zat6zmy, ze Alicja moze
wykonywac pomiary M, = {MZ*},, gdzie a numeruje wyniki z-tego pomiaru. Nieunormowany
stan Boba po uzyskaniu przez Alicj¢ wyniku a w x-tym pomiarze ma postaé (tr4 oznacza Slad
czgSciowy po poduktadzie Alicji)

oble = tra [(M} © 1p) oan]. (12)

Zbiér {0}, }a,. nazywamy asamblazem® (ang. assemblage). Méwimy, ze asamblaz {0}, }q,. jest
niesterowalny (ang. unsteerable) od Alicji do Boba, krétko A — B niesterowalny, jesli mozemy

napisac
8. = [ rwpalale, Ao, (13
Q

gdzie, podobnie jak poprzednio, (2 jest zbiorem ukrytych zmiennych, w — pewna gestoscia prawdo-
podobieinistwa na €2, p4(a|x, \) — rozktadem prawdopodobieristwa nazywanym funkcja odpowie-
dzi Alicji, natomiast o sa pewnymi stanami kwantowymi, noszacymi nazwe standw ukrytych
(ang. hidden states). Jesli dekompozycja (13) nie istnieje, méwimy, ze dany asamblaz jest A — B
sterowalny (ang. steerable). Jesli dla danego stanu istnieja pomiary prowadzace do A — B
sterowalnego asamblazu, to méwimy, ze stan jest A — B sterowalny. Dalej, jesli wszystkie asam-
blaze sa A — B niesterowalne, to méwimy, ze dany stan kwantowy jest A — B niesterowalny.
O niesterowalnych asamblazach lub stanach méwimy, ze istnieje dla nich lokalny model 7 ukry-
tymi stanami (ang. local hidden state model; model LHS). W schemacie wieloczastkowym (por.
[32]) adekwatnym do naszych dalszych rozwazan, zastgpujemy A przez grupg uczestnikow S =

2 Zgodnie z moja wiedza, w jezyku polskim nie ma jeszcze przyjetej nazwy na ten zbiér. Termin, ktérego uzywam,
zostal wybrany na potrzeby biezacego dokumentu.



AL

. A, wykonujacych lokalne pomiary na swoich czgSciach stanu oraz B przez pozostatych

uczestnikéw S = A, ... Ay i pytamy o mozliwo$é sterowania od S do S w podanym wyzej
sensie.

IV.1.5 Lista gtéwnych skréotowcow

W kolejnych czgsciach dokumentu bedziemy postugiwaé si¢ nastepujacymi skrétowcami:

o

GME — prawdziwie wieloczastkowo splatany (ang. genuinely multipartite entangled),
GMNL — prawdziwie wieloczastkowo nielokalny (ang. genuinely multipartite nonlocal),
UPB — nierozszerzalna baza produktowa (ang. unextendible product basis),

e oUPB — ortogonalna UPB,
e nUPB — nieortogonalna UPB,

GUPB — prawdziwie nierozszerzalna baza produktowa (ang. genuinely unextendible product
basis),

CES — podprzestrzen catkowicie splatana (ang. completely entangled subspace),

GES — podprzestrzen prawdziwie wieloczastkowo splatana (ang. genuinely entangled sub-
space),

GM — geometryczna miara splatania (ang. geometric measure of entanglement),

GGM — uogdlniona geometryczna miara splatania (ang. generalized geometric measure of
entanglement).

IV.2 Opis uzyskanych wynikéw

W przediozonym cyklu habilitacyjnym zajatem si¢ ze wspotpracownikami badaniem nastepu-
jacych zagadniefi:

relacja migdzy splataniem kwantowym oraz nielokalnymi korelacjami w uktadach wieloczast-
kowych [H1,H2],

podprzestrzenie prawdziwie wieloczastkowo splatane — konstrukcje, wtasnosci, wykrywanie
[H3-H8].

Szczegdtowy opis wynikow zaczynamy od prac [H3-HS], ktére stanowia dominujaca czes¢
przedtozonego osiagnigcia.
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IV.2.1 Podprzestrzenie prawdziwie wieloczastkowo splatane (GES) [H3-HS]

Jednym z bardzo waznych kierunkéw badan nad stanami splatanymi jest analiza splatanych
podprzestrzeni ztozonych przestrzeni Hilberta, tj. podprzestrzeni, do ktérych naleza tylko czyste
stany splatane. Podprzestrzenie splatane sa obiektami waznymi z czysto teoretycznego punktu
widzenia, bo pozwalaja lepiej zrozumie¢ strukturg zbioru stanéw splatanych. Umozliwiaja po-
nadto bezposrednia konstrukcje splatanych stanéw mieszanych (jesli no$nik stanu zawiera si¢ w
podprzestrzeni splatanej, to stan ten jest splatany), co w obliczu trudnoSci w rozstrzyganiu sepa-
rowalnoSci stanéw kwantowych dostarcza nieocenionego narzedzia na tym polu. Ich znaczenie
nie ogranicza si¢ jednak tylko do teoretycznego. Podprzestrzenie splatane znalazty bowiem prak-
tyczne zastosowania np. w kwantowej korekcji btedéw [33], kryptografii [34], czy tez tomografii
kwantowej [35]. Zwiazane s takze z pojeciem lokalnej rozréznialnoSci stanéw [36, 37].

Podprzestrzenie zdefiniowane przez brak w nich czystych stanéw w pelni produktowych for-
malnie nazywamy podprzestrzeniami catkowicie splqtanymi (ang. completely entangled subsapce;
CES) [38, 39, 40]. Z definicji tej wynika, ze w przypadku uktadéw wieloczastkowych splatanie
stanéw nalezacych do CES-6w moze by¢ dowolnego typu: moga to by¢ zaréwno K -produktowe
stany splatane, jak i stany GME — jedynym wymaganiem bowiem jest, aby nie byly one w petni
produktowe. W pracach [39, 41] zwrécono uwage na istnienie podprzestrzeni splatanych w naj-
mocniejszym sensie, mianowicie takich, ktore nie zawieraja stanéw w zaden sposob produktowych,
a wigc zawierajacych tylko stany GME. W zadnej z tych prac nie podj¢to jednak ich szerszej anali-
zy. Co ciekawe, w pdZniejszym piSmiennictwie takze pr6zno szuka¢ systematycznego traktowania
tematu. W zwiazku z ta luka w literaturze, w pracy [H3] zaproponowaliSmy badanie tych pod-
przestrzeni i wprowadziliSmy dla nich nazwe podprzestrzenie prawdziwie wieloczgstkowo splatane
(ang. genuinely entangled subspace; GES). Wydaje si¢ uprawnione stwierdzenie, ze praca [H3] za-
poczatkowali§my pewien nowy kierunek badawczy. Swiadczy takze za tym zwiekszone zaintere-
sowanie, jakie GES-y wywotaty w literaturze dopiero po publikacji [H3] (zob. np. [42, 43, 44]).

W naszych badaniach nad GES-ami postawiliSmy sobie kilka celéw szczegdétowych, ktére reali-
zowaliSmy w [H3-HS]:

* podanie konstrukcji GES-6w, w tym uniwersalnej konstrukcji dzialajacej w dowolnym przy-
padku wieloczastkowym,

* zaproponowanie uzytecznej metody wyznaczania minimalnego splatania podprzestrzeni,
* zbadanie iloSciowe splatania stanéw mieszanych definiowanych przy uzyciu GES-6w,

* wprowadzenie kryterium splatania podprzestrzenti,

* zbadanie mozliwosci konstrukcji GES-6w z oUPB.

Zanim przejdziemy do oméwienia wynikow odpowiednich prac, podamy dla wygody czytel-
nika formalng definicj¢ GES-6w oraz wymiary, jakie moga one osiagac.

Definicja 1.

Podprzestrzenn G C 'H nazywamy podprzestrzeniq prawdziwie wieloczgstkowo splatang (ang. gen-
uinely entangled subspace; GES), jesli kazdy wektor |¢) € G jest prawdziwie wieloczgstkowo
splatany (GME).
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Maksymalny wymiar GES-a wynosi

dim GES = D — —dpin+1, D=TY,d; duyw=min{di,ds,...,dn}; (14)

dmin
dla réwnych wymiaréw lokalnych, d; = d, daje to (d¥ 1 — 1)(d — 1).
Konstrukcje GES-6w [H3, H5, HS]

Budowanie podprzestrzeni o ustalonych wiasnosciach stanowi wazne zagadnienie w badaniach
nad nimi i nie inaczej jest w przypadku GES-6w. Problem ich systematycznej konstrukcji podjety
zostat w pracach [H3, HS, HS].

Naturalnym 1 bezpoSrednim narzedziem do konstrukcji CES-6w sa UPB, ktore z definicji w
swoim dopelnieniu ortogonalnym maja wlasnie podprzestrzenie tego typu (p. rozdziat IV.1.3).
W pracy [H3] zapytaliSmy, czy analogiczne podejScie moze by¢ uzyte do konstrukcji GES-6w.
ZauwazyliSmy, ze aby dana wieloczastkowa baza UPB definiowata w swoim dopetnieniu ortog-
onalnym GES-a, musi by¢ ona UPB dla dowolnego dwupodzialu A. Implikuje to natychmiast,
ze oUPB nie moga by¢ w tym celu uniwersalnie uzyteczne, tzn. dla dowolnych N i wymiaréw
lokalnych d;. Wynika to z faktu, Ze nie istnieja oUPB w przypadku systeméw 2 ® d, zatem oUPB
nigdy nie moga prowadzi¢ do GES-6w w scenariuszu, gdy chocby jeden z poduktadéw jest ku-
bitem. Stawiajac sobie za cel ogdlne konstrukcje, skierowaliSmy zatem nasza uwage na nUPB, co
zaowocowalo konstrukcja GES-6w o duzych, lecz nie maksymalnych wymiarach, zaprezentowana
w pracy [H3]. Uniwersalna konstrukcje oparta na nUPB, pozwalajaca budowaé GES-y dowolnych
wymiaréw w dowolnym wieloczastkowym scenariuszu, przedstawilem natomiast w [H8]. Rysunek
2 przedstawia w spos6b bardzo schematyczny ogdlna ideg wymienionych prac.

{ )

odprzestrzen prawdziwie o
POUpIAESIrZen prawciivl podprzestrzen rozpinana przez wektory produktowe

(nUPB)

wieloczastkowo splatana

(GES)

\ J

Rys. 2: W pracach [H3] oraz [H8] podprzestrzenie prawdziwie wieloczastkowo splatane (GES)
zostaty skonstruowane jako dopetnienia ortogonalne podprzestrzeni rozpinanych przez nieortogo-
nalne nierozszerzalne bazy produktowe (nUPB).

Podstawowym elementem naszego podejscia w [H3] i [H8] byt nastgpujacy warunek wystarcza-
jacy® nierozszerzalnosci zbioru wektoréw produktowych, zastosowany do wszystkich dwupodzia-
16w czastek.

Lemat 2.

Niech dany bedzie zbior wektoréw produktowych B = {|¢y)s @ |¢2)g}a, nalezacych do Hgg =
C™ ® C", ktérego moc |B| = m + n — 1. Jesli dowolna m-krotka wektoréw |¢,)s rozpina C™
i dowolna n-krotka wektoréw |¢,)g rozpina C", to nie istnieje wektor produktowy ortogonalny do
wszystkich wektoréw zbioru B.

3 Dla zbioréw o minimalnej mocy, tj. gdy |B| = m + n — 1, warunek jest takze konieczny (por. [23]).
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Jest to mocniejsza wersja warunku koniecznego i wystarczajacego [20], ktérego z kolei bedziemy
uzywaé w dalszej czg$ci dokumentu przy omawianiu pracy [H7] (tam przywotamy jego tresc).

O wektorach produktowych {|p.)s ® |¢.) 5}, dla ktérych wektory {|¢.)s}t. oraz {|¢.) 5}
spetniaja warunek Lematu 2, bedziemy dalej mowili, ze maja wlasnos¢ rozpinania na poduktadach
Sis.

W pracy [H3] zaproponowaliSmy, aby GES-y konstruowa¢ w oparciu o podprzestrzenie rozpina-
ne przez zbiory wektoréw produktowych w ogdélnej postaci

B={¥(a)a = Q) Wr(a))a, | o€ C}, (15)

gdzie wsp6trzedne lokalnych wektoréw | (o)) € C% sa jednomianami lub wielomianami w a.
Obieramy je w ten sposéb, aby wspoirzedne wektoréw

®‘wk(a)>Ak7 IC {172”'7N}7 (16)

kel

byty liniowo niezaleznymi funkcjami v dla dowolnego /. Pozwala to, przez odpowiedni dobor o,
zbudowaé produktowa baze dla span 3, nazwijmy ja B, ktérej elementy maja wlasno$é rozpinania
na poduktadach S'i S dla kazdego dwupodziatu S|S. Na mocy Lematu 2 oznacza to, ze BB jest nUPB
o takiej wiasnosci, Ze nie istnieje wektor dwuproduktowy ortogonalny do span B, czyli (span B)*
jest GES-em. Wymiar tak skonstruowanego GES-a réwny jest D — u, gdzie u jest liczba ele-
mentéw w najwigkszym uktadzie liniowo niezaleznych wspétrzednych wektora |W(«))4. Metoda
jest ogdlna 1 pozwala na konstruowanie réznych klas GES-6w, zachowujac ten sam wymiar pod-
przestrzeni. W naszych rozwazaniach skupiliSmy si¢ na przypadku réwnych wymiaréw lokalnych,
pokazujac na przyktadach jej dziatanie w przypadku ogélnym.
PrzyjeliSmy, ze dla k = 2, ..., N zachodzi

ula))a, = (Lo a2 L) a7
k

co daje po prostu wektory Vandermonde’a na poduktadach A, ... Ayx*, tj.

N

® [Vr(a))a, = (1,(1,@2,0[3’ o ’OédN7171>

k=2

. (18)
Az An

Przy takim wyborze wspétrzedne wektoréw postaci (16) sa réznymi, czyli liniowo niezaleznymi,
jednomianami « dla dowolnego I C {2,3,..., N}, zatem szukajac odpowiednich [¢;(a))a,,
nalezy analizowac jedynie podzbiory czastek zawierajace podukitad A;. PodaliSmy trzy postaci
|th1(0)) 4, jedna ze wspbtrzgdnymi jednomianowymi oraz dwie ze wsp6irzednymi wielomiano-
wymi. Najlepsza z nich pod wzgledem osiaganego przy jej uzyciu wymiaru GES-a byfa nastgpu-
jaca:

W)l(a» = (1,P1(a),P2(a),...,Pd_l(oz)), P1<a) :ZaidN_k‘ (19)

k=2

4 Fakt, ze wektory Vandermonde’a maja strukture produktowa, zachodzi dla dowolnych wymiaréw lokalnych.
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Wymiar tak skonstruowanej podprzestrzeni rowny jest dim GES(y3 = d¥=%(d — 1)* i udowod-
nione zostalo, ze jest on optymalny w przyjetym podej$ciu. Rysunek 3 pokazuje poréwnanie tego
wymiaru z teoretycznym wymiarem maksymalnym [p. (14)].

dim GES
GESmax
° GEs
1000} H3]
Q
(o]
500 -
(n]
(0]
v
i; b T 1 1 1 L - d
2 4 6 8 10

Rys. 3: Por6wnanie wymiaréw GES-6w osiaganych w konstrukcji (19) dla N = 3 (niebieskie
kétka oznaczone jako GES ) z teoretycznym wymiarem maksymalnym (pomaranczowe tréjkaty
oznaczone jako GES.x)-

Jako ilustracje naszego podejScia rozwazmy przytoczong konstrukcje w przypadku trzyku-
bitowym. Mamy wtedy

U (a))ape = (1, a4+0?) 42(1, ) (1, a)c = (1, o, 02, o, a+a?, o* +a?, o*+at, o' +a°) ape.
(20)
W elementarny spos6b mozemy si¢ przekonac, ze: (1) wspotrzgdne lokalnych wektoréw ze wzgledu
na kazdy dwupodzial czastek tworza uktady funkcji liniowo niezaleznych, co sprawia, ze mozna
skonstruowac bazg, ktérej elementy maja wlasnos¢ rozpinania dla kazdego dwupodziatu, (ii) liczeb-
nos¢ najwigkszego uktadu liniowo niezaleznych funkcji utworzonego ze wspétrzednych |W(a)) apo
wynosi 7. Oznacza to, ze dopetienie ortogonalne przestrzeni rozpinanej przez |V («))apc jest
GES-em o wymiarze 2, przy maksymalnym wymiarze dla tego przypadku rownym 3. Natychmiast
takze stwierdzamy, ze GES ten jest rozpinany przez nastgpujace wektory: [001) + |010) — |100)
oraz [010) + [011) — |101).
Koniczac te czgs$¢ opisu wynikéw, warto wspomnieé, ze mozna stosunkowo prosto podaé (nieor-
togonalne) bazy dla GES-6w budowanych oméwionym tutaj sposobem [H3, H4].

Praca [H3] pozostawita otwartym problem konstrukcji GES-6w o dowolnych, w tym maksy-
malnych, wymiarach. Temat ten zostal podjety odmiennymi metodami w [H5] oraz [H8]. Prace te
oméwimy bez zachowania chronologii ich ukazania sig¢, kierujac si¢ w pierwszym rzgdzie pokre-
wienstwem narzedzi uzytych w [H3] i [H8]. Zaznaczmy, ze zaréwno [HS5], jak i [H8] rozwiazy-
waly problem, ktéry w momencie publikacji byt otwarty. Praca [HS] jako pierwsza zaprezentowata
ogblny schemat konstrukcji maksymalnych® GES-6w, w ktérym uzyliSmy pewnej charakteryzacji
dwucialowych CES-6w. Praktyczna stosowalno$¢ tego podejScia byta ograniczona jednak do ma-
tych systemoéw, co sktonito mnie do poszukiwania konstrukcji uzytecznej w ogélnym scenariu-

3> Konstrukcja podprzestrzeni o maksymalnym teoretycznym wymiarze w oczywisty sposéb pozwala takze na kon-
struowanie podprzestrzeni o dowolnych mniejszych wymiarach. Wystarczy w takim celu usuwac odpowiednia liczbe
wektoréw bazowych.
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szu wieloczastkowym. Taka uniwersalng konstrukcje zaprezentowatem w pracy [H8]. Pozwala
ona uzyskiwaé GES-y dowolnych wymiaréw w uktadach z dowolng liczba czastek i wymiarami
lokalnymi poduktadéw.

Gl6éwng idea pracy [H8] byto konstruowanie GES-6w w oparciu o nUPB utworzone w taki
sposéb, aby wtasnos¢ rozpinania byta zapewniona automatycznie dla kazdego dwupodziatu czastek.
Osiagnigte zostato to dzigki uzyciu macierzy catkowicie nieosobliwych (ang. totally non-singular;
TNS). Przypomnijmy, ze macierze TNS to z definicji takie, ktérych wszystkie minory sa niezerowe.
Szczegdlng ich klasg stanowia macierze catkowicie dodatnie (ang. totally positive; TP), ktorych
wszystkie minory sa Scisle dodatnie. Przedtozona w [H8] konstrukcja jest uniwersalna w tym sen-
sie, ze pozwala w praktyczny sposéb konstruowac klasy GES-6w o dowolnym zadanym wymiarze
w 0gllnym scenariuszu wieloczastkowym (wiacznie z dowolnymi wymiarami poduktadéw). W
konsekwencji pozwala ona w prosty spos6b budowaé mieszane stany GME o réznych rzedach.
Moga one by¢ wykorzystane np. do testowania i poréwnywania kryteriow splatania.

Ogo6lna metoda konstrukceji z [H8] opiera si¢ na nastgpujacej obserwacji.

Obserwacja 3.

Rozwazimy zbior K > D /dyin + duwin — 1, D = Y. d;, w petni produktowych wektoréw U)o €
H,1 =0,1,..., K — 1. Niech M bedzie macierzaq, ktorej wierszami sq wektory |\I/(i)>A. Jesli
macierz M jest TNS, to podprzestrzeri ortogonalna do podprzestrzeni rozpinanej przez |¥®),,
czyli null(M), jest GES-em o wymiarze D — K.

Prawdziwo$¢ powyzszego stwierdzenia zapewniona jest wlasnie przez wlasnosci macierzy TNS.
Mianowicie, jesli zapiszemy |¥)) 4 = [p@)s ® |¢(?)g dla wybranego cigcia S|S, to macierze,
ktérych wiersze sa, odpowiednio, wektorami {|¢) s} oraz {|¢(?) 5}, sa takze TNS, a to oznacza,
ze wektory |¥()) 4 maja wlasno$¢ rozpinania na S i S. Zachodzi to dla dowolnego dwupodzia-
tu S|S i w konsekwencji, na mocy Lematu 2, nie istnieje dwuproduktowy wektor ortogonalny do
wszystkich wektoréw |¥®)) 4. Jawna charakteryzacja tak uzyskanych GES-6w wymaga znalezienia
jadra M, co sprowadza si¢ po prostu do rozwigzania jednorodnego uktadu K réwnan liniowych na
D niewiadomych.

Powyzsza obserwacja jest praktycznie uzyteczna i pozwala w prosty sposéb budowaé GES-y o
dowolnych wymiarach dla dowolnych d; oraz N. Wykorzystujemy w tym celu macierze Vander-
monde’a, tj. macierze w postaci

1z w2 ap!
1 = v 2! _
Vm,n(X) = . . . . . ) (21)
2 n—1
I Zp Lm—1 Lin—1

liczby x; nazywa si¢ weztami. Szczegllnym przyktadem jest macierz dyskretnej transformaty
Fouriera (ang. discrete Fourier transform; DFT) rzgdu p, ktéra ma postac (pomijamy staly czynnik):
DFT, = [WMi7L,, gdzie w = e*™/7, tj. wezly sa réwne z; = w’. Zachodza bardzo wazne znane
wiasnosci: (i) V;,,.n(X) z dodatnimi weztami 0 < zp < 21 < -+ < @, jest TP oraz (ii) DFT,
z liczba pierwsza p jest TNS. Ponadto, wiersze macierzy V; p(x) [D = Hf\ildi, | — dowolne],
oznaczmy je po transponowaniu przez

Vardy..ay (23)) == (Loag, af, ... a0, (22)

15



maja strukturg produktowa w H [por. (17) — (18)]. Pozwala to sformutowac nastgpujacy rezultat.

Twierdzenie 4.

Dany jest zbior wektoréw |va,a,. ay (Ti))a € H,i=0,1,..., K —1, gdzie K > D /din + dmin — 1,
D = Hfildi. Jesli zachodzi (i) 0 < zg < 11 < --- < Tx_1 albo (ii) ; = W', gdzie w = *™/P 7
liczbq pierwsza p > D, to podprzestrzeri ortogonalna do span {|vg,a,...ax (7:))a yioy' jest GES-em
o wymiarze D — K.

Dowdéd wynika wprost z Obserwacji 3. Macierz M jest teraz (i) macierza Vandermonde’a,
Vk.p(x), ktora jest TP albo (ii) podmacierza macierzy D F'T, z liczba pierwsza p i dlatego TNS.

Wektory bazowe tak uzyskanych GES-6w mozna wyznaczy¢ przy uzyciu macierzy odwrotnej
do macierzy Vandermonde’a 1 w pracy [H8] podaje ich posta¢ w ogélnym przypadku. W przypadku
trzech kubitéw przyktadowy zbiér wektorow prowadzacych do tréjwymiarowego (czyli maksymal-
nego) GES-a dany jest przez: |¥){) = ®> | (L,GE+1)%™), ,i=0,1,2,3,4.

Konstrukcje mozna uogdélnié, uzywajac w stosowny sposéb ﬁnogélnionych macierzy Vandermon-
de’a®, co pozwala na budowanie jeszcze szerszych klas GES-6w 1 mieszanych stanow GME na nich

zdefiniowanych.

W pracy [H5] zajeliSmy si¢ problemem systematycznej konstrukcji GES-6w o maksymalnym
wymiarze. WykorzystaliSmy ciagle rodziny wektoréw (tym razem dwuproduktowych), jednak
nasze podejScie byto jakoSciowo inne w stosunku do tego z [H3]. Mianowicie nasza strategia pole-
gata na wyborze ze zbioru CES-6w, okreslonych w pewien zwarty sposob, tych podprzestrzeni,
ktére sa jednoczesnie GES-ami. SkupiliSmy si¢ na przypadku réwnych wymiaréw lokalnych, lecz
podejscie uogdlnia si¢ w prosty sposéb na poduktady o dowolnych wymiarach.

Punktem wyjscia rozwazan w [HS5] byta podana w [45] charakteryzacja dwucialowych CES-
6w z kubitowym poduktadem. Pokazano tam, ze w przypadku Hp = C* ® C™, dla kazdego
(m — 1)-wymiarowego, a wigc maksymalnego CES-a C, istnieje taka macierz petnego rzgdu A, ze
wektory

le(), fa(a))ap = le(@)a @ [fala))p = (1,0)a @ A(l,a,...,a™ g, acC, (23)

rozpinaja dopetienie ortogonalne C. Charakteryzacj¢ danej podprzestrzeni splatanej przy uzyciu
takiego zbioru wektoréw bedziemy dalej nazywali A-reprezentacjq tej podprzestrzeni. W [HS5]
zadaliSmy pytanie o istnienie i ksztatt A-reprezentacji dla GES-6w (poduktad B traktujemy wte-
dy jako zbiér poduktadéw). Zaznaczmy od razu, ze trywialny wybdr macierzy identycznoSciowej
jako A nie prowadzi do celu, o czym tatwo si¢ przekonaé, przywotujac fakt, ze wektory Van-
dermonde’a (na ktdre dziata transformacja A) maja strukturg produktowa, gdy rozwazymy je w
wieloczastkowej przestrzeni Hilberta.

Zacznijmy omoéwienie wynikow [HS] od przypadku N kubitéw. Najwigkszy wymiar GES-
a jest wtedy réwny 2¥1 — 1. W (23) mamy teraz m = 2V~! oraz identyfikujemy A — A; i
B — A, ... Ay. Przytoczony wyzej rezultat z pracy [45] oznacza, ze wszystkie maksymalne GES-
y w tym scenariuszu faktycznie posiadaja A-reprezentacje. Odpowiednie postaci A okreSlamy,

© Macierze z elementami x?’ na pozycji (¢, j), gdzie (a;); jest rosnacym ciggiem nieujemnych liczb catkowitych,
nazywane sa uogélnionymi macierzami Vandermonde’a i kazda taka macierz jest podmacierza pewnej Vy, ,,.

16



narzucajac warunek nieistnienia wektoréw dwuproduktowych w dopetnieniu ortogonalnym pod-
przestrzeni

V = span{|e(a), fa(@))}- (24)

Oznaczajac wektory dwuproduktowe ze wzgledu na cigcia S|S (|S| = k, |S| = N —k, k < | N/2])
jako |8, g) == |B)s ® |g)g, warunek ten mozna sformutowac w nastgpujacy sposob: nie istnieje
cigcie S|S, dla ktérego istnieje wektor dwuproduktowy |3, g) ortogonalny do V, tzn. dla ktérego
zachodzi

3V (B gle(@), fa(a)) = 0. (25)
18,9) o
Dalsze rozumowanie przeprowadzamy dla kazdego cigcia (oprécez cigeia Aj| A, . .. Ay, wzgle-
dem ktérego V' jest na pewno splatana). Powyzszy iloczyn skalarny jest wielomianem stop-
nia 2V~! w a, zatem zadamy, aby jego wspélczynniki nie byly jednoczesnie zerami. Traktu-
jac 2% wspétrzednych |3)g jako parametry, daje to nam jednorodny uktad 2V~! + 1 réwnan li-
niowych na 2% wspétrzednych wektora |g) g, ktéry nie moze mie¢ nietrywialnego rozwiazania
dla parametréw niejednocze$nie réwnych zero. Wnioskujemy, ze macierz gtéwna tego uktadu,
nazwijmy ja Xgg, ktéra zalezy od A oraz |3)s, musi by¢ petnego rzgdu dla dowolnego |3)s. Os-
tatecznie mamy wigc nastgpujace twierdzenie.

Twierdzenie 5.
Podprzestrzen ortogonalna do 'V (24) jest GES-em (o wymiarze — 1) wtedy i tylko wtedy, gdy
dla kazdego dwupodziatu S|S i kaZdego |3)s macierze Xg 5 sa petnego rzedu.

2N—1

Twierdzenie 5 okreSla warunki, jakie musi spetnia¢ macierz A-reprezentacji GES-a. Dla danej
macierzy A sprawdzenie warunku petnego rzgdu jest zadaniem z zasady wykonalnym (dla nie-
duzych uktadéw tatwym). Sprowadza si¢ ono bowiem do sprawdzenia, czy pewien zbidr wielomia-
néw we wspétrzednych |3)s (minoréw X g) ma wspélne pierwiastki. Znalezienie jednak ogél-
nego warunku dla dowolnego N na macierze A dajace wszystkie maksymalne GES-y, innymi
stowy, uzyteczne scharakteryzowanie zbioru maksymalnych kubitowych GES-6w poprzez ich A-
reprezentacje, jest zadaniem co najmniej bardzo trudnym z uwagi na ztozono$¢ problemu — wraz z
rosnaca liczbg czastek wzrastaja rozmiary macierzy oraz liczba cigl, ktdre trzeba rozwazad. Istotne
jest zatem formutowanie warunkéw koniecznych na postaci .4 lub charakteryzowanie (petne albo
chocéby czg¢sciowe) dopuszczalnych klas macierzy. To pierwsze mozna osiagnaé, wymagajac, aby
wektory o okreslonej strukturze nie nalezaty do V. W omawianej pracy szerszej analizie poddalis-
my przypadek trzech kubitéw. W tym scenariuszu teoretycznie mozliwe jest scharakteryzowanie
wszystkich dopuszczalnych A, jednak wiaze si¢ to z szukaniem warunkéw na istnienie wspol-
nych pierwiastkdw wielomianéw czwartego stopnia w jednej zmiennej, ktérych wspotczynniki sa
funkcjami elementéw macierzy 4 x 4. Cho¢ formuly na pierwiastki rownan czwartego stopnia
istnieja, to ich praktyczna uzyteczno$¢ w danym przypadku jest znikoma i nie udato nam si¢ po-
da¢ zwartej ogdlnej charakteryzacji A-reprezentacji. Co istotne, nie ma przestanek pozwalajacych
potencjalne rozwiazanie w sposob zadowalajacy uogdlniaé¢ na wigksza liczbe kubitéw. W pracy
podaliSmy zatem warunek konieczny dotyczacy dozwolonej struktury 4 oraz zaproponowaliSmy
sparametryzowang klas¢ macierzy dajaca .A-reprezentacje GES-6w. PodaliSmy takze przyktad
symetrycznej macierzy binarnej w przypadku czterech kubitéow wraz z baza odpowiedniej pod-
przestrzeni.
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W przypadku wyzszych wymiaréw lokalnych stwierdzamy, ze istnieja maksymalne GES-y ma-
jace A-reprezentacje. Stanowia one jednak jedynie podzbidr wszystkich podprzestrzeni tego typu.
Wektory w podprzestrzeni ortogonalnej maja teraz postac

(La,..., 0™ Y4 @ AL, 0?, ..o Y a4, (26)

z odpowiednio dobrang macierza pelnego rzedu A. Problem jest bardzo trudny nawet dla trzech
kutritéw i zadowolili§my si¢ podaniem przyktadowej binarnej macierzy wraz z baza dla powstatego
GES-a wiasnie dla takiego przypadku.

W pracy [H5] identyfikujemy takze zwiazek problemu konstrukcji maksymalnych GES-6w z
pojeciem przestrzeni macierzy o réwnym rzedzie (ang. spaces of matrices of equal rank) [46].
Wskazujemy takze na fakt, ze ogélny problem konstrukcji podprzestrzeni splatanych o zadanych
cechach moze by¢ rozwazany w jezyku ograniczonego numerycznego zakresu (ang. restricted nu-
merical range) [47].

Niemoznos¢ konstrukcji GES-6w o pewnych wymiarach z ortogonalnych UPB [H7]

W pracy [H3] postawiliSmy pytanie, czy GES-y moga by¢ konstruowane z ortogonalnych UPB
(oUPB). Inaczej formutujac problem, zapytaliSmy o istnienie prawdziwie nierozszerzalnych baz
produktowych (ang. genuinely unextendible product basis; GUPB), czyli oUPB, ktére sa nieroz-
szerzalne nawet wektorami dwuproduktowymi’. Problem okazat si¢ bardzo trudny i pytanie o
GUPB wciaz pozostaje otwarte. Praca [H7] jest wktadem w kierunku rozwiazania zagadnienia.
Pokazalem w niej, ze istnieje nietrywialne dolne ograniczenie na moc GUPB. W szczegdlnie
waznym przypadku réwnych wymiaréw lokalnych ograniczenie to wyklucza minimalne teoretycz-
ne moce GUPB, a zatem mozliwoS¢ konstrukcji maksymalnych GES-6w z oUPB. Poza jednost-
kowym rezultatem pracy [44], méwiacym, ze w ukladzie trzech kutritéw nie istnieja GUPB o
strukturze ptytek (ang. tiles) oraz bardzo ogdélnikowych stwierdzen pracy [48], na dzien sktadania
wniosku praca [H7] jest jedynym ogdélnym rezultatem dotyczacym zagadnienia istnienia GUPB.

Gtéwnym narzgdziem uzytym w [H7] byt warunek wystarczajacy i konieczny nierozszerzal-
nosci zbioru dwuczastkowych wektoréw produktowych, ktérego mocniejszej wersji (Lemat 2) uzy-
waliSmy w [H3, H8]. Brzmi on nastgpujaco [20].

Lemat 6.

Dany jest zbior wektoréw produktowych B = {|¢.)s ® |¢x)5}a, nalezacych do Hgs = C™ @ C",
|B| > m + n — 1. Istnieje wektor produktowy ortogonalny do wszystkich elementéw B, tzn. B
jest rozszerzalny, wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje podziat B na dwa roztqczne zbiory By i By, takie
Ze wektory lokalne |p,)s zbioru By nie rozpinajq C™ oraz wektory lokalne |¢,)g zbioru B nie
rozpinajq C™.

7 Pojecie prawdziwej nierozszerzalnosci baz mogli§my oczywiscie stosowaé juz w odniesieniu do nieortogonal-
nych UPB (nUPB), ktérych uzywaliSmy w pracach [H3] i [H8] — nazwalibySmy takie bazy nieortogonalnymi GUPB
(nGUPB). Zdecydowali§my si¢ jednak w biezacym dokumencie na terminologi¢ zgodna z ta uzywana w omawianych
pracach, a to wtasnie w [H7] tylko uzywatem terminu GUPB. W [48] uzyto w odniesieniu do takich baz nazwy GE-
UPB, gdzie GE oznacza ,,genuinely entangled". Wydaje sig, Ze przyjeta przeze mnie nazwa jest bardziej trafna.
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Zanim przywolamy gtéwny wynik pracy [H7], przyjrzyjmy si¢ przyktadowi ilustrujagcemu meto-
de jego uzyskania. Rysunek 4 przedstawia graf ortogonalnos$ci zbioru jedenastu (minimalna teo-
retyczna moc GUPB w danym przypadku) wzajemnie ortogonalnych wektoréw produktowych,

|vi) = |ai)albi)slci)c, w uktadzie trzech (N = 3) kutritéw (d = 3). Poniewaz ortogonalno$¢
o™
lvs)
o
|vs)
olvw
|v)
Oluy
|ve) Oy

Rys. 4: Schemat ilustrujacy dowdd giéwnego wyniku pracy [H7]. Wyjasnienie w gléwnym tekscie.

wektoréw zbioru wynika z ortogonalnosci na poduktadach, dla dowolnego wektora |v;), na mocy
zasady szufladkowej, istnieja co najmniej cztery wektory ortogonalne do niego na jednym z pod-
uktadéw. Rozwazmy jeden z wektoréw, |v1), i zalézmy, ze jest on ortogonalny do wektoréw
|va), |vs), |vs), |us) (jasnoszary zacieniony obszar na rysunku) na poduktadzie A (wyréznione na
czerwono krawedzie grafu ortogonalnoSci; nieistotne dla rozumowania krawedzie zaznaczone sa
cienkimi jasnoszarymi liniami). Oznacza to, ze wektory |v;), i = 2, 3,4, 5, nie rozpinaja lokalnie
na A calej przestrzeni Hilberta, tj.

dim span{|a;)};_, < 3. (27)

Z drugiej strony, wektory |v1), |v), . . ., |v11) (ciemnoszary zacieniony obszar) z racji ich liczby nie
rozpinaja lokalnie na BC' calej przestrzeni, tj.

dimspan{|bl)|cl>, ’b6>|66>, cey ’b11>|011>} < 9. (28)

Zgodnie z Lematem 6 bez trudu znajdujemy wektor dwuproduktowy ortogonalny do wszystkich
wektoréw rozwazanego zbioru w postaci |£) 4 ® |n)pc, gdzie wektory na poduktadach dobrane
sa w nastepujacy sposéb: )4 L {|a;)}?_, (naturalnie zawsze mozna przyja¢ |€) = |a,)) oraz
imec L {[bi)ler), [bs)ce), - - - s [brr)]cin) }-

W rozwazanym ukladzie argument o rozszerzalnoSci dziata takze dla dwunastoelementowego
zbioru, natomiast zatamuje si¢ dla zbioru trzynastoelementowego — w takim przypadku w ob-
szarze ciemnoszarym mamy dziewig¢ wektoréw, ktére lokalnie na BC' moga rozpinaé cata przes-
trzen, a zatem moze nie istnie¢ wektor ortogonalny do tych wektoréw na BC'. Stwierdzamy, ze nie
istnieja jedenasto- oraz dwunastoelementowe GUPB w ukladzie trzech kutritéw. W konsekwencji
GES-y o wymiarach 16 (maksymalny w tym scenariuszu) oraz 15 nie moga by¢ budowane jako
podprzestrzenie komplementarne do oUPB.

Rozumowanie przedstawione wyzej uogolnia si¢ na dowolny przypadek wieloczastkowy —
zbidr jest na pewno rozszerzalny wektorami dwuproduktowymi, gdy w ciemnoszarym zacienionym
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obszarze znajduje si¢ liczba wektoréw niewystarczajaca do rozpinania lokalnej przestrzeni. Prze-
prowadzajac formalna dyskusj¢ tego warunku, otrzymujemy nastgpujace ograniczenie na moce
GUPB.

Twierdzenie 7.
Nie istniejq GUPB z liczbq elementow k spetniajqcq nierownosé

D D/dpax — 2
b+ |2, )
gdzie D =11, d; oraz dayx = max(dy, da, , ..., dy).

W pracy [H7] podatem warunek konieczny i wystarczajacy, aby ograniczenie (29) wykluczato
teoretycznie mozliwe® moce GUPB. W szczegdlnosci pokazatem, ze w uktadach z dowolna liczba
czastek i réwnymi wymiarami lokalnymi warunek (29) zawsze w istotny sposéb wyklucza pewne
liczebnosci baz i co za tym idzie — mozliwos¢ konstruowania GES-6w (w tym maksymalnych) z
oUPB. Wyniki dla tego przypadku zaprezentowane sa w Tabeli 1.

d
N 3 4 5 6

3 [11,12] [20,23] |29, 36] [42, 53]
4  [29,35] [68,84] [129,166]  [222,287)]
5 [83,100] [260,319] [629,780] [1302,1619]

Tab. 1: Moce GUPB wykluczone przez ograniczenie (29) w przypadku uktadéw z réwnymi wymia-
rami lokalnymi d. Poczatki przedziatéw odpowiadaja teoretycznie mozliwym liczebnosciom baz.

Wynik pracy [H7] ma co najmniej dwie wazne, natychmiastowe konsekwencje: (i) wyklucza
mozliwos$¢ konstruowania stanéw PPT GME o splataniu zwigzanym przy uzyciu standardowej
konstrukcji znanej z [20] oraz (ii) pokazuje, ze w wielu przypadkach zbiory wykazujace silna
nielokalno$¢ bez splatania [49] nie moga by¢ konstruowane z GUPB, ktére sa naturalnym kandy-
datem dla tego zadania.

Warto zwrdci¢ uwage na fakt, ze w dowodzie Twierdzenia 7 uzyte zostaly jedynie wtasnosci
zbioréw wektoréw produktowych i nie zostaly wykorzystane jawnie wiasnosci oUPB. Jest praw-
dopodobne, ze wzigcie pod uwagg ich struktury pozwoli wykluczy¢ dalsze moce GUPB. Wydaje si¢
jednak, ze w tym celu moze by¢ konieczne uzycie bardziej wyspecjalizowanych narz¢dzi matema-
tycznych.

Splatanie GES-6w i stanéw z nich konstruowanych [H4, H6]
Podczas gdy omowione wyzej prace dotycza jakoSciowe] analizy GES-6w, w pracach [H4]

i [H6] podjeliSmy si¢ ich badania przy uzyciu narzgdzi iloSciowych. W skrécie, w pracy [H4]
zaprezentowaliSmy kilka metod wyznaczania lub szacowania splatania GES-6w i stanéw z nich

8 Ze znanych ograniczet na moc dwuczastkowej oUPB wynika, ze minimalna moc GUPB jest D /dyyin + diin, gdy
din 1 D/dmin sa parzyste oraz D /dpin + dmin — 1 W pozostatych przypadkach.
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konstruowanych, natomiast w [H6] pokazaliSmy proste kryterium splatania podprzestrzeni i kon-
sekwencje z niego ptynace.

W naszych badaniach uzyliSmy miar, ktére z uwagi na ich interpretacje¢ jako odlegtosci, okresla-
ne sa mianem geometrycznych. Dla standw czystych definiowane sa one og6lng formuta

€(|1h)) = 1 — max [(p|) [, (30)
lp)eS

gdzie S jest zbiorem wybranym zgodnie z celem jakiemu € ma stuzy¢. Przyktadem jest dwuczast-
kowa geometryczna miara splatania o rzedzie Schmidta co najmniej 7 (ang. r-bounded Schmidt
rank), E,, dla ktérej S to zbidr stanéw o rzgdzie Schmidta co najwyzej r — 1. Bardzo istotna
dla nas bedzie klasa geometrycznych miar k-produkowalnosci (ang. k-producibility), EX™™", w
przypadku ktérych S oznacza zbiér stanéw (k — 1)-produkowalnych’ . Wsréd nich znajdujemy
dwie miary o szczeg6lnym znaczeniu: geometryczna miar¢ splatania (ang. geometric measure of
entanglement; GM) [50] oraz uogdlniong geometryczng miar¢ splatania (ang. generalized geomet-

ric measure of entanglement; GGM) [51], okreSlone jako

Ean([¥)) =1 - max [{epod V), Eeeu(l¥)) =1~ max [{ebiproal®)[*, (3D

|€0prod Pbiprod

gdzie maksymalizacja odbywa si¢ po stanach, odpowiednio, w petni produktowych (1-produkowal-
nych) i dwuproduktowych [(IN — 1)-produkowalnych]. Niezerowa GGM oznacza, ze dany stan
czysty jest GME. Dla stanéw mieszanych do zdefiniowania miar uzywamy standardowego roz-
szerzenia ,,convex roof", czyli Eqyan(0) = ming, (4.1 2 _; Pillayenm (1)), gdzie minimum jest
wyznaczane po wszystkich ansamblach stanu, tzn. 0 = >, pi|1;) (¢i].

Jako miarg¢ splatania podprzestrzeni V przyjeliSmy splatanie jej najstabiej splatanego wektora,
czyli minimalne splgtanie podprzestrzeni'’ (ang. minimal subspace entanglement) [52]

Ee(V) = ﬁfiier%; €(|)), (32)

gdzie ¢ jest wybrang miarg splatania. W dalszej czgséci bedziemy te wielkos¢ krétko nazywaé
splataniem podprzestrzeni. Dla dowolnej podprzestrzeni V i stanéw p, ktérych nosnik nalezy do
tej podprzestrzeni, supp(o) C V, zachodzi'!

Eyem(o) = Eaam(V). (33)

Po tym krétkim przygotowaniu przejdzmy do opisu wynikéw prac [H4] i [H6].

 Wieloczastkowy stan [¢))4 nazywamy k-produkowalnym, jesli mozemy go zapisaé w postaci [¢)a = [¢1) ®
|p2) ® - - - ® |par) z co najwyzej k-czastkowymi stanami |¢;). O stanach, ktdre sg k-produkowalne, ale nie sa (k — 1)-
produkowalne méwi sig, ze ich gleboko$¢ splatania (ang. entanglement depth) wynosi k.

10 Nie jest to oczywiscie jedyny wybér i zamiast minimalnego splatania mozna takze uzy¢é $redniego po catej pod-
przestrzeni. Z praktycznego punktu widzenia, uzycie minimalnego splatania podprzestrzeni moze by¢ istotne np. w
przypadkach, gdy stany danej podprzestrzeni sa zasobem i jesteSmy zainteresowani najnizsza wydajnoscia danego
protokotu.

1 Ogélniej, relacja taka zachodzi dla dowolnej miary splatania, ktéra rozszerzamy na stany mieszane poprzez kon-
strukcje ,,convex roof”.
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Omoéwienie zaczniemy od [H4]. Pierwsza czg$¢ wynikéw tej pracy dotyczy wyznaczania spla-
tania GES-6w przy uzyciu (G)GM. Uzywajac faktu [53], ze

E(G)GM(V) =1- Wmax <w(bi)prod|PV|¢(bi)prod>7 (34)
(bi)prod

gdzie P jest projektorem na podprzestrzen V, zaproponowaliSmy w tym celu dwie metody oraz
pokazali$my, jak ograniczac od dotu splatanie podprzestrzeni przy uzyciu programu pétokreslonego
(ang. semidefinite program; SDP).

Pierwsza z metod obliczania splatania, nazwana w pracy metoda rzutowania na poduktad,
polega na mozliwosci sprowadzenia zagadnienia do znajdowania najwigkszych wartoSci wias-
nych macierzy powstatych przez zrzutowanie projektora na poduktad(y). W przypadku GGM
mozemy bowiem zapisac: Eqanr (V) = 1 — maxg g Amax (Vs ), gdzie Anax jest najwigksza wartos-
cig wlasna Vs = (ps|Py|ps) zmaksymalizowang po wszystkich wyborach ¢g. Przypadek GM
wyglada zupelnie analogicznie — rdznica polega na tym, ze rzutujemy na wektory w petni pro-
duktowe. Druga metoda to iteracja ,,see-saw”, w kazdym kroku ktérej lokalne wektory oprécz
jednego sa ustalone, a optymalizacja odbywa si¢ wtasnie po tym jednym poduktadzie. Metoda
takze dziala dla obu rozwazanych miar. Oczekujemy, ze w przypadku przestrzeni, ktérych wek-
tory maja prosta strukture, optymalizacje lub ich czg$ci mozna wykona¢ analitycznie. Uzyteczno$¢
metod zaprezentowaliSmy na nowo podanej klasie (d— 1) ~1-wymiarowych GES-6w w przypadku
H = C?® (CH)®WV=1 [por. (14)]; bedziemy je dalej oznaczaé S,y ,. Metoda rzutowania wyz-
naczyliSmy analitycznie ich GGM, pokazujac jednoczes$nie, ze sa one rowno splatane ze wzgledu
na kazde cigcie. Do obliczenia GM wykorzystaliSmy iteracje¢ ,,see-saw” w dwojaki sposéb. Z jed-
nej strony, dwa pierwsze kroki iteracji zostaty wykonane w analityczny sposob, co pozwolito nam
poda¢ gorne ograniczenie na GM; z drugiej strony, znalezliSmy wartoS¢ GM przy uzyciu obliczen
numerycznych (metoda jest bardzo prosta w implementacji i jest szybka). Poréwnanie pokazato,
ze ograniczenie szybko staje si¢ coraz ciasniejsze przy wzrastajacym d dla ustalonego N. W obu
przypadkach mozliwo$¢ analitycznych obliczen zawdzigczamy faktowi, ze pojawiajace si¢ w nich
macierze sg tréjdiagonalne i w pewnych przypadkach znane sa ogélne formuly na ich wartosci
wlasne [54].

Dalej zauwazyliSmy, ze dzigki uzyciu wektoréw (dwu)produktowych w definicjach (G)GM
splatanie podprzestrzeni moze by¢ ograniczane od dotu przy uzyciu SDP. Mamy zatem dla pod-
przestrzeni V) nastgpujace niero0wnosci:

Eou(V) > min tr[Pyo] = €53 (V), Eaou(V) 2 min § min [Py o] o =: €661 (V),
VSS;S>0 | Q7g“s/;o
(35)

gdzie Ts oznacza czgSciowa transpozycje po podukladzie S, natomiast Pj; jest projektorem na
dopetnienie ortogonalne V. Naturalnie, aby uzyskiwa¢ ograniczenia mozna takze stosowac posred-
nie relaksacje, w ktérych stany g pod Sladem sa k-symetrycznie PPT rozszerzalne (ang. k-symmetric
PPT extendible) [55]. Ponadto, mozna minimalizowac po stanach, ktére pozostaja dodatnie pod
dzialaniem dowolnego innego odwzorowania dodatniego, ale nie catkowicie dodatniego, nieko-
niecznie transpozycji; moze to by¢ na przyktad odwzorowanie Breuera-Halla [56, 57]. Co wigcej,
mozemy zazadaé, aby stany o byly dodatnie ze wzglgdu na zbiér odwzorowan, co datoby lep-
sze przyblizenie zbioru wektorow (dwu)produktowych [58]. W kazdym takim przypadku wciaz
mielibySmy do czynienia z SDP, jednak wiazaloby sig¢ to z bardziej ztozonymi obliczeniami.
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Ograniczenia (35) przetestowaliSmy na kilku GES-ach. W kilku przypadkach zaobserwowa-
liSmy, ze odpowiadaja one doktadnym warto$ciom splatania podprzestrzeni. Dzieje si¢ tak np.
dla przestrzeni antysymetrycznej. Ciekawy w tym kontekscie jest przypadek trzyczastkowego
GES-a 82>< d2 Stwierdzamy mianowicie, ze w przedziale zbadanych wartosci lokalnego wymia-
ru (3 < d < 8) zachodzi Eggy = ESBL,, natomiast Eqy = ESEF zachodzi we wszystkich
przypadkach oprécz d = 3. Nie byliSmy w stanie wyjasni¢ Zrddta tej odosobnionej rozbieznosci i
wydaje sig, ze glgbsza analiza tego przypadku moze by¢ pomocna w ustaleniu warunkéw zgodnosci
ograniczen i wartosci faktycznych splatania. Konczac tg czg$¢ prezentacji wynikow, zauwazmy, ze
niezerowe & (SG[))(I; 1y Jest indykatorem splatania podprzestrzeni (w przypadku GGM splatania GME),
jednak zerowanie si¢ ograniczenia wcale nie oznacza, ze przestrzen nie jest splatana. Oznacza
to jedynie, ze istnieja stany mieszane zdefiniowane na badanej podprzestrzeni, ktore maja dodat-
nie transpozycje czgsciowe. Fakt ten moze by¢ bardzo uzyteczny: jesli bowiem zachodzi to dla
przestrzeni, o ktérej wiemy skadinad, ze jest GES-em, to £55F = 0 implikuje, ze istnieja zdefinio-
wane na tej podprzestrzeni stany GME PPT, a zatem stany GME o splataniu zwigzanym.

W drugiej czegsci pracy [H4] badaliSmy splatanie stanéw postaci

1
P 0 L (36)
dg

0g(p) = (1 —p)—=
gdzie G jest GES-em, Pg oznacza projektor na G oraz dg = rank(Pg). SkupiliSmy si¢ na wyz-
naczaniu/ograniczaniu: (i) Ec)am(0g(0)) oraz (ii) tolerancji og(0) na domieszkowanie biatym
szumem, pg... and pg., 4j. granicznych wartosci p, ponizej ktérych stan (36) jest z cata pewnos-
cia, odpowiednio, GME lub splatany. Wielkosci te sa uzyteczne: Eg)cm(0g(0)) jest gérnym
ograniczeniem na splatanie G [p. (33)], natomiast prawdopodobieristwo krytyczne p* jest szczeg6l-
nie istotnym parametrem z do§wiadczalnego punktu widzenia. W tej czgSci badan takze uzyliSmy
SDP (wykorzystujac fakt, ze (G)GM stanéw mieszanych wyraza si¢ przez wiernos¢), a ponadto
metody mieszanin PPT (ang. PPT mixtures) [59], numerycznej implementacji algorytmu do oblicza-
nia'> GM [60] (zmodyfikowalismy go, tak aby mozliwe byto obliczanie GGM) oraz wykazanego
zwiazku Swiadkow splatania ze splataniem podprzestrzeni (p. nizej). Trzy pierwsze z wymienio-
nych podejsS¢ zostaty zaimplementowane numerycznie, natomiast ostatni zwiazek jest analityczny.
Jednym z naszych celéw bylo poréwnanie rezultatéw uzyskanych w réznych metodach na kilku
trzyczastkowych GES-ach — wybraliSmy w tym celu S /2 L2 oraz dwie podprzestrzenie z [H3].
Bardzo ogdlnie rzecz ujmujac, stwierdziliSmy zr(’)inicowana uzyteczno$¢ przyjetych narzedzi po-
migdzy podprzestrzeniami; odsytamy do pracy Zrédtowej, gdzie mozna znaleZé szczegétowq anal-
iz¢ uzyskanych wynikéw. W tym miejscu przywolamy jedynie uzyskany analityczny zwiazek ze
Swiadkami splatania i jego konsekwencje.
W [H3] zwrdciliSmy uwage na fakt, ze Swiadek splatania prawdziwie wieloczastkowego'? dla

12 Naturalnie algorytm w rzeczywistosci daje przyblizenie doktadnej wartosci, $cislej, jej ograniczenie od gory.
Ponadto jego implementacja wiazata si¢ z pewnymi ograniczeniami, jednak korzystnie wypadajace poréwnanie jego
dzialania na stanach o znanych miarach pozwalalo nam przyjaé wartosci uzyskane dzigki niemu za bardzo bliskie
faktycznym.

13 Swiadkiem splatania prawdziwie wieloczastkowego dla stanu GME p nazywamy operator dodatni W, taki ze
tr(Wo) < 0 oraz tr(Wopisep) = 0 dla kazdego dwuseparowalnego stanu oisep. Swiadek splatania wykrywa zatem,
7e dany stan jest GME.
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stanu og(0) dany jest przez dobrze znang formutg [61]

1
(1 — Egme)D — dg

Wg = [(1 - Egme)ﬂD - Pg ; Egme = HllIl) <¢biprod|PgL|¢biprod>- (37)

|wbiprod

W [H4] zauwazyliSmy, Ze pociaga to za soba wazna relacje
€gme = gGGM(Q)? (38)

bezposrednio wiazaca Swiadkow splatania ze splataniem podprzestrzeni. Rezultat ten moze by¢
postrzegany jako uogolnienie tego typu obserwacji poczynionej dla stanéw czystych w [50]. Dalej
stwierdzamy, ze §wiadek W w istocie wykrywa splatanie GME wszystkich stanéw zdefiniowanych
na G, nie tylko og(0) (stad jego indeks). Mozemy wykorzysta¢ ten fakt do ograniczania krytycz-
nego prawdopodobienstwa. Otrzymujemy, ze stany

1
16(p) = (1= p)og +p—'.  supp(g) S G, (39)
sa na pewno GME w obszarze
. De
*witn. = gme | 40
P < Pgme D—dg’ (40)

w szczegllnosci dotyczy to og(0). W przypadku, gdy zainteresowani jesteSmy splataniem w
ogllnym sensie, postgpujemy analogicznie, z ta réznica, ze do konstrukcji Swiadka uzywamy
€ent = Eanm(G). Swiadkowie dla danej podprzestrzeni G maja taka sama posta¢ dla wszystkich
stanéw, zatem nie moga by¢ uzyci do poréwnywania ich splatania. Konsekwencja tego jest takze
stata warto$¢ oszacowan na prawdopodobienistwa krytyczne p*, ktéra jest niska w poréwnaniu z
warto$ciami uzyskanymi innymi metodami. Zaleta podejscia jest mozliwos$¢ tatwego ich uzyska-
nia, a ponadto nawet te zanizone wartosci mogg by¢ bardzo uzyteczne w warunkach eksperymentu.
Nadmiefimy, ze obliczenia przy uzyciu algorytmu numerycznego'* pokazaty, ze pf,, < Piy i
réznica migdzy tymi wielkosciami jest znaczaca. Jest to wynik raczej oczekiwany i prawdopodob-
nie typowy. Ciekawe byloby zatem znalezienie podprzestrzeni, dla ktérych te wartosci sa sobie
réwne.

Okreslenie, czy dana podprzestrzen wieloczastkowej przestrzeni Hilberta jest splatana jest w
ogolnosci zadaniem bardzo trudnym (zob. [62]) i problem ten jest przedmiotem aktualnych badan
[63] (zob. takze [37]). W pracy [H6] wprowadziliSmy prosty warunek wystarczajacy pozwala-
jacy to stwierdzi¢. Gtéwnym elementem konstrukcji z [H6] byto ograniczenie na minimalne spla-
tanie podprzestrzeni wyrazone przez splatanie wektorow rozpinajacych t¢ podprzestrzen. Wprowa-
dzone kryterium jest ogdlne i znajduje zastosowanie zarowno w przypadku CES-6w, jak 1 GES-
6w. Metoda ma pewne ograniczenia w zakresie jej stosowalnosci, dotyczace wymiaréw lokalnych
oraz maksymalnego mozliwego wymiaru wykrywalnej podprzestrzeni, jednak jej niewatpliwa za-
leta jest prostota sformutowania. Konsekwencja naszego wyniku jest proste kryterium splatania
standw mieszanych. Dodatkowym wartoSciowym wynikiem pracy jest ogélny wzér na GGM d-
poziomowych stanéw Dickego. Dotychczasowy wynik literaturowy dotyczyt tylko stanéw kubito-
wych [64, 65].

14 Warto wspomnieé, ze obliczenia numeryczne bardzo szybko zbiegaty dla Sg 42> Ktora ma stosunkowo prosta
strukturg. Dzigki temu mogliSmy zbadac szerszy zakres d niz w przypadku pozostatych podprzestrzeni.
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W omawianej pracy pokazaliSmy, ze splatanie m-wymiarowej podprzestrzeni V C H v rozpina-
nej przez wzajemnie ortogonalne wektory |¢;) jest ograniczone w nastgpujacy sposéb:

>3 €(lgi) — (m—1), (41)
=1

gdzie € jest jakakolwiek miara geometryczng (30). Ograniczenie to pozwala nam sformutowaé
uzyteczne kryterium splatania podprzestrzeni.

Twierdzenie 8.

(i) Dana jest m-wymiarowa dwuczqstkowa podprzestrzenn V C Hgz. Jesli istnieje baza ortonor-
malna {|¢;) Y, dla V taka, ze > " E.(|¢:)) — (m — 1) > 0, gdzie r > 2, to V jest CES-em
zawierajqcym tylko wektory o rzedzie Schmidta co najmniej r.

(ii) Dana jest m-wymiarowa N-czqstkowa podprzestrzen V C Hyn. Jesli istnieje baza ortonor-
malna {|¢;) }7, dlaV taka, ze

> BT (|g)) — (m—1) > 0, (42)
=1

gdzie k > 2, wtedy V jest CES-em. Ponadto, jesli (42) zachodzi dla k = N, wtedy V jest GES-em.

Cho¢ wynik sformutowaliSmy dla réwnych wymiaréw lokalnych, to jest on prawdziwy takze w
ogllnym przypadku. Zauwazmy, ze kryterium dotyczy dowolnej bazy i w niektérych przypadkach
korzystne moze okazac si¢ sprawdzenie warunku dla r6znych baz. W pracy podajemy elementarny
przyktad, kiedy taka optymalizacja pomaga wykry¢ splatanie podprzestrzeni. Z drugiej strony,
jesli miara splatania nie jest dostgpna dla stanéw bazowych, to mozemy uzy¢ dowolnych dolnych
ograniczen na splatanie tych wektoréw, co poskutkuje jednak w ogdélnosci gorsza wykrywalnoScia
danej podprzestrzeni kosztem prostoty obliczen.

Kryterium splatania podprzestrzeni prowadzi wprost do kryterium splatania standw.

Fakt 9.

Dany jest stan 9 = S ¢, pi|;) (1bi| z ortogonalnymi |1);) € Han. Jesli S5 €(iby)) — (k —
1) > 0, gdzie € jest miarq geometryczng postaci (30), ktéra nie znika na stanach splgtanych (tzn.
jest zerowa tylko na stanach w petni produktowych), to stan o jest splatany. Ponadto, jesli € w
powyzszym warunku jest miarq geometryczng splatania GME, to stan o jest GME.

Omoéwimy teraz wybrane zastosowania Twierdzenia 8. W obliczeniach skupiliSmy si¢ na jedne;j
(naturalnej) bazie dla kazdego z rozwazanych przypadkéow.

W schemacie dwuczastkowym z d > 3 (przypadek kubitowy jest trywialny — wiadomo, ze
dowolna dwuwymiarowa podprzestrzen zawiera stan produktowy), kryterium pozwala stwierdzic,
ze jesli k < d/(r — 1), to dowolne k wektoréw ze zbioru |¢,,) = (1/v/d) 32 Oe%“"m/d]nm
m = 0,...,d — 1, rozpina CES-a, ktérego wszystkie wektory sa rzgdu Schmidta co najmniej r;
w przypadku r = 2 otrzymujemy warunek na wymiar wykrywanego CES-a: k£ < d. Z drugiej
strony wiadomo, ze d-wymiarowa podprzestrzen rozpinana przez te stany zawiera stan produk-
towy, a zatem kryterium jest w tym przypadku optymalne. Warto wspomniec¢, ze nasze kryterium
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ma pewng przewage'® nad kryterium sformulowanym w [52] przy uzyciu rzedéw Schmidta wek-
toréw bazowych: nie jest ono ograniczone wymiarami lokalnymi i jest stosowalne dla dowolnych
ich warto$ci, podczas gdy kryterium z [52] wymaga d > 2*, a ponadto mozemy je stosowaé do
wektoréw bazowych o dowolnych wartosciach rzgdu Schmidta.

W przypadku wieloczastkowym skupiliSmy si¢ gtéwnie na podprzestrzeniach o duzym znacze-
niu teoretycznym. W szczegdlnosci, przeanalizowaliSmy przy uzyciu (G)GM podprzestrzenie
podprzestrzeni symetrycznej rozpinane przez stany Dickego oraz podprzestrzen antysymetryczna.
Przyblizymy wyniki uzyskane dla tych pierwszych, dla ktérych sprawdziliSmy, kiedy wedle nasze-
go kryterium s3a one na pewno CES-ami w przypadku kubitowym oraz GES-ami w przypadku
kuditowym.
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Rys. 5: Wymiary podprzestrzeni rozpinanych przez d-poziomowe stany Dickego identyfikowane
przez kryterium z pracy [H6] jako GES-y.

Przypomnijmy, ze stany Dickego, ]va -)» to zsymetryzowane wersje standw czystych, w kt6-

rych k; czastek, Zd " k; = N, znajduje si¢ w stanie |i), tj.

d Hg()lk ®/€o ®k1 ®kg_1
DY ) = Z (J0)=Fo 1) |d — 1)) (43)

gdzie sumowanie jest po roznych permutacjach. W przypadku kubitéw N-czastkowe stany Dick-
ego maja posta¢ | D3 ) = (]Z)_l/2 >, 0p (00N =R[1)¥F) " Sa one w petni produktowe tylko
dla £ = 0, N; w pozostatych przypadkach sa splatane i ich GM zostalo znalezione w [66]. Naj-
bardziej splatane sg stany dla k = N/2 (parzyste N) lub k = (N + 1)/2 (nieparzyste N), a spla-
tanie pozostatych stanéw maleje wraz z k£ oddalajacym si¢ od tych wartosci. ZbadaliSmy, jak duzo
standow wokot tej centralnej wartoSci mozemy uzy¢ do utworzenia przestrzeni, ktéra zostanie ziden-
tyfikowana przez nasze kryterium jako catkowicie splatana. PokazaliSmy, ze dla duzych N wymiar
wykrywanego CES-a jest rzedu v/ N (wobec znanego scistego N — 1). Do wyznaczenia doktadnego
zachowania ograniczenia dla dowolnych N konieczne bylo uzycie programu komputerowego.

15 Zaznaczmy, Ze nie oznacza to, ze jest od niego silniejsze — istnieja podprzestrzenie, ktérych splatanie jest wykry-
wane przez kryterium z [52], ale nie przez nasze kryterium.
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Zbadanie, jak duze podprzestrzenie kryterium moze identyfikowac jako GES-y w przypadku
kuditowym (kryterium jest stosowalne do przypadkéw d > 3), wymagato od nas znalezienia GGM
kuditowych stanéw Dickego, ktére wczes$niej znane byto tylko dla kubitéw. Pokazalismy, ze

-0 -

gdzie 7; < k; oraz ) . m; = n. Ponownie rozwazyliSmy najbardziej splatane stany rodziny. Wobec
niemozno$ci analitycznego wyznaczenia GGM (44), postuzyliSmy si¢ w tym celu bezposrednim
przeszukaniem po zbiorze wszystkich stanéw. Wyniki przedstawione zostaty na Rysunku 5.

EGGM (‘Dil\f,lﬁ) = min

n,®

IV.2.2 Relacja miedzy splataniem i nielokalnymi korelacjami w uktadach wieloczastkowych
[H1,H2]

Innym istotnym nurtem badan nad splataniem jest analiza korelacji, jakie mozliwe sa do uzyska-
nia przy pomiarach na stanach kwantowych. Szczegdlnie istotne sa te otrzymywane w eksperymen-
tach bellowskich. W oczywisty sposéb kazdy stan nielokalny musi by¢ splatany. Zachodzi jednak
nietrywialne pytanie o odwrotng implikacje: czy kazdy stan splatany jest nielokalny? Pytanie
to wazne jest oczywiScie z fundamentalnego punktu widzenia. Ma ono jednak takze praktyczne
znaczenie, bowiem dotyczy relacji migdzy zasobami w réznych paradygmatach przetwarzania in-
formacji — standardowym, tj. opartym na stanach splatanych oraz niezaleznym od urzadzen (ang.
device-independent), ktéry oparty jest na nielokalnosci.

Przestanka ku twierdzacej odpowiedzi na pytanie postawione w poprzednim paragrafie mogitby
by¢ fakt, ze wszystkie czyste stany splatane faktycznie sg nielokalne [67, 68]. Okazuje si¢ jed-
nak, ze w przypadku standw mieszanych ta relacja jest bardziej ztozona i istnieja lokalne stany
splatane. W 1989 roku Werner zaprezentowat sparametryzowang klase¢ dwuczastkowych stanow
mieszanych, dzi$§ nazywanych stanami Wernera, ktére sa3 w pewnym przedziale parametru splatane i
lokalne ze wzgledu na pomiary rzutowe [69]. Jego model zostat pdzniej rozszerzony przez Barretta
na pomiary uogélnione [70]. W pdZniejszym okresie nier0wnowazno$¢ splatania i nielokalnosci
bellowskiej w przypadku dwuczastkowym byta w literaturze wielokrotnie ilustrowana (zob. [71]).

Poza jednostkowym wynikiem pokazujacym lokalno$¢ trzyczastkowych stanéw [72], przy-
padek wieloczastkowy pozostal przy tym niezbadany. Podkresli¢ nalezy, ze bardzo wazne jest, aby
pytanie o nieréwnowazno$¢ zasobéw w schemacie wieloczastkowym zada¢ w poprawny sposob.
Z tatwoScia mozna bowiem skonstruowac¢ N-czastkowe stany splatane, ktore sa lokalne — wystar-
czy w tym celu rozwazy¢ iloczyn tensorowy lokalnego splatanego stanu Wernera oraz (N —2)-
czastkowego stanu w petni separowalnego. Jest to jednakze nic innego jak manifestacja nieréwno-
waznoSci splatania i nielokalnosci w uktadach dwuczastkowych trywialnie osadzona w scenariu-
szu wieloczastkowym. Wtlasciwe pytanie dotyczace relacji splatania i nielokalnosci typu Bella
brzmi zatem: czy dla dowolnej liczby czastek N istniejq stany prawdziwie wieloczgstkowo spla-
tane (GME), ktore nie sq prawdziwie wieloczgstkowo nielokalne (GMNL)?

Powyzsze pytanie stalo si¢ motywacja pracy [H1], ktérej wyniki rozwijaliSmy w [H2]. W
szczegblnosci, postawiliSmy sobie za cel udowodnienie nieréwnowazno$ci splatania i nielokalnosci
typu Bella w ogblnym scenariuszu wieloczastkowym. OczekiwaliSmy, ze bedzie w tym celu
koniecznie rozwinigcie nowego kryterium splatania.
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Nieréwnowaznos¢ splatania i nielokalnych korelacji w ukladach wieloczastkowych [H1,H2]

W pracach [H1] i [H2] zajeliSmy si¢ problemem relacji migdzy splataniem i nielokalno$cia
typu Bella oraz sterowalnoscia w uktadach wieloczastkowych. W szczegdlnosci, w [H1] pokaza-
liSmy, zZe splatanie i nielokalno$¢ bellowska nie sa réwnowazne dla dowolnej liczby czastek. Osiag-
neliSmy to poprzez konstrukcje stanow GME, dla ktorych istnieje bilokalny model. W pracy [H2]
rozwingliSmy metody pracy [H1], przedstawiajac ogdlniejsze kryterium splatania GME i podajac
wigcej przyktadéw nieréwnowaznosSci. PokazaliSmy w niej szczegdtowo takze nierdwnowaznos¢
splatania i sterowalnosci, ktéra byta jedynie zasygnalizowana w [H1].

A PAB p
[ [

Aass l OA l AB—>§
Ay Ap+1

AL AN

S S

Rys. 6: Schematyczne przedstawienie konstrukcji z pracy [H1]. WyjSciowy stan p4p jest splatany
i lokalny. Odpowiednio dobrane transformacje (kanaty) Ay .51 Ag,3z S = A;... Api S =
Apyq ... Ay przeksztatcaja ten stan w N-czastkowy stan o, ktory jest GME i jednocze$nie lokalny
ze wzgledu na cigcie S|S (zielona przerywana linia), tzn. bilokalny.

Zaprezentujemy w tym miejscu blizej konstrukcje z pracy [H1], ktora schematycznie przed-
stawia Rysunek 6. Punktem wyjscia jest dwuczastkowy stan splatany p,p € D(C¢ @ C%), na
ktory dziatamy lokalnymi kanatami A, 5—4,..4, : D(C?) — D((C)®") oraz Ap_,5_4, . ay
D(C?) — D(CH®N~L), rozszerzajacymi jednoczastkowe poduktady na wiele czastek, otrzymu-
jac w ten sposob N-czastkowy stan

oa = (Aass ® Ap_5)(pan)- (45)

Dowodzimy, ze jesli pap jest lokalny, to rozszerzony stan o, jest lokalny ze wzgledu na cigcie
S|, tzn. jest bilokalny, a zatem nie jest GMNL. Stwierdzenie to jest uogélnieniem dwuczastkowej
obserwacji z pracy [70]. Kluczowy jest teraz fakt, ze kanaty mozna dobra¢ tak, aby o, byt GME dla
dowolnego N. Aby to pokazaé, rozwingliSmy kryterium prawdziwie wieloczastkowego splatania.

Twierdzenie 10. )
Jesli stan o4 nie jest separowalny ze wzgledu na cigcie S|S, oa # Y ; pios ® Q%, oraz jego po-
duktady S oraz S sq symetryczne, (P, @ P50 0A(PSmm @ Pé ) = 0, 10 jest on GME.

Symm

Z powyzszego kryterium wynika, ze jesli w (45) obierzemy odwracalne kanaty A 4_,5: D(C%) —
D(Symm((C4)®L)) oraz Ag_,5 : D(CY) — D(Symm((C4)®N-L)), to stan o5 bedzie GME.
Wymagane wiasno$ci maja kanaty izometryczne A(-) = V(-)VT z izometrig V, ktérej dziatanie
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okreslone jest przez relacje Vi) = |i)®*M dla dowolnego |i) € C¢ i z odpowiednim M. Jesli za-
tem przyjmiemy, Ze wyjSciowy stan p4p jest splatany i lokalny, to rozszerzony stan o, jest GME,
ale nie jest GMNL, co dowodzi nieréwnowaznosci wieloczastkowego splatania i nielokalnosci bel-
lowskiej. Konstrukcja w prosty sposéb uogdlnia si¢ na przypadek, gdy wyjsciowy stan jest GME i
ma w pelni lokalny model. Pozwala ona z K -czastkowych stanéw budowaé N-czastkowe (N > K)
K-lokalne stany GME.

Udowodniona nieréwnowazno$¢ zachodzi dla GMNL w sensie definicji podanej w [30], kt6ra
przywotaliSmy we wstepie (rozdziat IV.1.4). Pokazano jednak, ze definicja ta nie jest operacyjnie
spdjna, jesli nie przyjmiemy w niej dodatkowych zatozen [73, 74]. Aby te sp6jnos¢ zapewnié,
nalezy natozy¢ pewne warunki na funkcje odpowiedzi px (ax|M™, \) w (11), ktére w najsilniejszej
postaci wymagaja, aby byly one niesygnalizujace'®. Bardzo wazna cecha naszej konstrukcji jest,
ze jesteSmy to w stanie bez trudu uzyskaé w jej ramach. Nalezy w tym celu jako stan wyjSciowy
obra¢ stan (np. stan Wernera), ktérego jedna z funkcji odpowiedzi w modelu lokalnym jest ,,kwan-
towa”, tj. ma postaé p(z|M, \) = tr(M,|\)(A]), gdzie A traktowane jest jako klasyczny opis stanu
kwantowego |\) (A|. Rozszerzenie kanalem izometrycznym jak wyzej tej czesci stanu, na ktdrej to
zachodzi 1 pozostawienie nietknigtej drugiej czesci, prowadzi do stanu GME, ktéry nie jest GMNL
w sensie [73, 74], dowodzac nieréwnowaznosci w ogélnym sensie operacyjnym.

Zaprezentowana konstrukcja moze takze stuzy¢ wykazaniu nierdwnowaznosci sterowalnosci i
splatania wieloczastkowego. Jesli bowiem zalozymy, ze poczatkowy stan splatany p4p jest nies-
terowalny od A do B, to rozszerzony stan o4 bedzie na pewno niesterowalny od S do S. Jesli przy
tym rozszerzenia dokonamy podobnie jak wyzej na czgsci lokalnego stanu z kwantowa funkcja
odpowiedzi, to uzyskamy nierdwnowazno$¢ w operacyjnym sensie prac [73, 74] takze w przy-
padku sterowalnos$ci. Mozliwos$¢ ta zostata wspomniana przez nas w [H1], natomiast szczegétowe
omoéwienie problemu znalazto si¢ w [H2].

W pracy [H2] uog6lniliSmy metod¢ konstrukcji stanéw GME poprzez rozszerzenia, zauwaza-
jac, ze przytoczone wyzej kryterium réwniez dziala, gdy poduktady beda zdefiniowane na GES-
ach!’, lub nawet ogdlniej cze$¢ poduktadéw jest symetryczna, a cze$¢ zdefiniowana jest na GES-
ach. Zwtaszcza w obliczu uniwersalnej konstrukcji GES-6w z pracy [HS8], metoda dostarcza
bardzo uzytecznego i ogdlnego narzgdzia konstrukcji stanéw GME. W [H2] podalismy takze kolej-
ne nietrywialne przyklady stanéw ilustrujacych nieréwnowazno$é wieloczastkowego splatania i
nielokalno$ci. Stany budowane nasza metoda maja interesujaca cech¢ niezaleznosci wilasnosci
splatania od liczby czastek w systemie: pod warunkiem splatania stanu wyjSciowego, stan koncowy
jest GME dla kazdego N'; szczeg6lnie istotne jest to dla stanéw poczatkowych postaci po+(1—p)o.

Dwa lata po ukazaniu si¢ w bazie arXiv pracy [H1] istnienie w petni lokalnych stanow GME
udowodniono w [75] .

Nadmienmy, ze rozne aspekty nieréwnowaznosci korelacji w przypadku dwucialowym rozwa-
zaliSmy w pracy [A6], ktdrej najwazniejsze wyniki omawiam w dalszej czg¢Sci dokumentu.

IV.3 Plany badawcze

Projekt dotyczacy GES-6w w zaproponowanym przez nas ksztalcie wymaga odpowiedzi na co
najmniej jedno bardzo wazne pytanie: czy mozliwe jest konstruowanie GES-6w z oUPB? W pracy

16 Rozktady prawdopodobiefistw warunkowych nazywamy niesygnalizujacymi, jesli rozktady brzegowe odpowiada-
jace dowolnej grupie uzytkownikow nie zaleza od wyboru pomiaréw przez pozostatych uczestnikow.
17 Warto w tym miejscu nadmienié, ze to wlasnie ta obserwacja sktonita nas do systematycznego badania GES-6w.
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[H7] uzyskatem czgSciowo negatywna odpowiedZ i w przysziosci planuj¢ kontynuowac badania
nad tym problemem. Oczekujg, ze niezaleznie od uzyskanych rezultatéw moga przyczynic si¢ one
do rozwoju nowych narzedzi analiz zaréwno podprzestrzeni splatanych, jak i baz produktowych.

Planuj¢ ponadto badania rozwazanych podprzestrzeni z punktu widzenia nielokalnych korelacji,
np. konstrukcje podprzestrzeni GMNL, oraz ich praktycznych zastosowan w protokotach przetwa-
rzania informacji.

V Informacja o wykazywaniu si¢ istotna aktywnoscia naukowa
realizowana w wiecej niz jednej uczelni lub instytucji nauko-
wej, w szczegolnosci zagranicznej

W latach 2012 — 2014 odbytem staz podoktorski w ICFO — The Institute of Photonic Sciences
(Hiszpania). Z. dwuletniego okresu jego trwania 16 miesigcy pracowalem w grupie Quantum Infor-
mation Theory prof. A. Acina, pozostale 8 miesigcy — w grupie Quantum Optics Theory prof.
M. Lewensteina. W pierwszym z wymienionych wyzej okreséw tematyka badawcza skupiona
byta wokot (nie)lokalnosci stanéw kwantowych 1 aspektow z tym zwigzanych. Gléwnym nurtem
badawczym w drugim okresie, poza kontynuacja poprzednich badan, byta dystrybucja splatania.
Bezposrednim efektem publikacyjnym stazu sa prace [A3-A6] (por. Wykaz osiagni¢é naukowych)
oraz [H1]. Ponadto, pdZniejsza pracg [H2], bedaca rozwinigciem [H1], nalezy takze uznaé za
powstata w duzej mierze dzigki odbytemu stazowi.

W pozostatych okresach mojej dzialalnosci naukowej zwigzany bylem z Politechnika Gdanska
(studia doktoranckie, zatrudnienie na Wydziale Fizyki Technicznej i Matematyki Stosowanej).

Ponizej przedstawiam krétkie oméwienie gléwnych wynikéw prac spoza cyklu habilitacyjnego.
Prace zostaty podzielone na opublikowane przed i po uzyskaniu stopnia doktora oraz pogrupowane
tematycznie.

V.1 Po uzyskaniu stopnia doktora

(Nie)lokalnos¢ typu Bella i (nie)sterowalnos¢ w uktadach kwantowych

W pracy [A6] udowodniliSmy, ze splatanie, sterowalno$¢ w jedna strong, sterowalno$¢ w obie
strony oraz nielokalnos$¢ bellowska sa prawdziwie nierdwnowazne, tzn. w schemacie z pomiarami
uogdlnionymi. OsiagneliSmy to, pokazujac istnienie dwuczastkowych splatanych stanéw (i) nies-
terowalnych, (ii) sterowalnych, ale lokalnych, (iii) sterowalnych w jedna strong, ale nie sterowal-
nych w obie strony. W kazdym z tych przypadkéw podaliSmy ogélna metode konstrukcje takich
standw. Wczesniejsze rezultaty literaturowe dotyczyly jedynie pomiaréw rzutowych (np. [76]).
Ponadto, ukazaliSmy istnienie efektu ukrytej sterowalnosci (w analogii do ukrytej nielokalnoSci
typu Bella [77, 78]), w ktorym stan poczatkowo niesterowalny staje si¢ sterowalny po lokalnym
filtrowaniu.

W pracy [A4] zaprezentowaliSmy nowy rodzaj ciasnych relacji monogamii dla korelacji w te-
oriach niesygnalizujacych, ktére sa koncepcyjnie rézne od znanych wczesniej z literatury, a do-
datkowo sa od nich silniejsze (zob. [79]). Zamiast ogranicza¢ obserwowana nielokalno$¢ w grupie
uczestnikéw przez nielokalnosci w innych grupach, wiaza one nielokalnos¢ z iloScia informacji,
jaka zewnetrzny obserwator moze uzyskac na temat jakiegokolwiek pomiaru wykonywanego przez
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pozostatych uczestnikéw. Dzigki mozliwosci wprowadzenie przy uzyciu naszych relacji (cias-
nych) gérnych ograniczen na tzw. prawdopodobienistwo odgadywania (ang. guessing probability),
ktére sa znaczaco silniejsze niz znane 6wczesnie w literaturze, znajduja one istotne zastosowanie
w niezaleznej od urzadzen kwantowej dystrybucji klucza oraz w protokole wzmacniania losowosci
(ang. randomness amplification). W pierwszym przypadku daja one lepsze ograniczenia na wydaj-
nos$¢ generowanego klucza, w drugim — pozwalaja na uogdlnienie rezultatéw [80], a takze na
poprawienie w stosunku do [81] zakresu parametru £ Zrédta Santhy—Vaziraniego, dla ktérego
wzmacnianie dziata.

Praca [A3] jest praca przegladowa w specjalnym numerze J. Phys. A: Math. Theor. wydanym
z okazji 50-lecia twierdzenia Bella. DokonaliSmy w niej przegladu wszystkich lokalnych (w
sensie standardowego scenariusza bellowskiego) modeli dostgpnych w literaturze. Z uwagi na
owczesny stan wiedzy modele te dotyczyty, oprocz jednego przypadku wielociatowego wspomnia-
nego wczesniej w biezacym dokumencie i jego dyskusji, schematu dwuczastkowego. Przywota-
liSmy takze gtéwne rezultaty dotyczace relacji migdzy nielokalnoscia i splataniem w uogélnionych
scenariuszach bellowskich, takich jak: kolektywne pomiary na wielu kopiach danego stanu [82],
podejscie sieciowe [83], czy wstepne przetwarzanie stanu przy uzyciu lokalnych operacji i klasycz-
nej komunikacji [77].

[A6] M.T. Quintino, T. Vértesi, D. Cavalcanti, R. Augusiak, M. Demianowicz, A. Acin, N. Brunner

Inequivalence of entanglement, steering, and Bell nonlocality for general measurements
Physical Review A 92, 032107 (2015)

[A4] R. Augusiak, M. Demianowicz, M. Pawtowski, J. Tura, A. Acin
Elemental and tight monogamy relations in nonsignaling theories

Physical Review A 90, 052323 (2014)

[A3] R. Augusiak, M. Demianowicz, A. Acin
Local hidden-variable models for entangled quantum states

Journal of Physics A: Mathematical and Theoretical 47, 424002 (2014)

Dystrybucja splatania

Praca [AS] dotyczy zagadnienia dystrybucji splatania (zob. [84]), a jej gtéwna motywacja byt
zaskakujacy efekt dystrybucji splatania przy uzyciu stanéw separowalnych [85]. PrzedstawiliSmy
w niej szerokie teoretyczne podstawy do rozwoju protokotéw dystrybucji. W szczegdlnosci, badal-
iSmy, czy proces jest bardziej efektywny, jesli uczestnicy dysponuja korelacjami ustanowionymi
przed etapem transmisji czastek. StwierdziliSmy, ze w warunkach szumu odpowiedz jest silnie za-
lezna od modelu szumu i od przyjetego sposobu mierzenia splatania. Nasze wyniki sugerowaty, ze
w przypadku miar subaddytywnych optymalng strategia jest wysytanie kanalem poduktadu stanu
czystego, torujac droge do zunifikowanego podejscia do dystrybucji splatania.

[AS] A. Streltsov, R. Augusiak, M. Demianowicz, M. Lewenstein

Progress towards a unified approach to entanglement distribution

Physical Review A 92, 012335 (2015)
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Kwantowa korekcja bledow dla kanaléw z wieloma nadawcami

W pracach [Al] i [A2] analizowaliSmy zagadnienie wiernej transmisji informacji kwantowej
kanalem z wieloma nadawcami i jednym odbiorca (ang. multiple access channel; MAC). Pro-
jekt zainicjowany byt obserwacja, ze warunki korekcji btedéow Kanilla i Laflamme’a dla kanatow z
dwoma uzytkownikami [86] w bezpoSredni sposob przenosza si¢ na przypadek MAC.

W [A1] rozwazatem zagadnienie komunikacji wolnej od dekoherencji (nie wymagajacej nie-
trywialnej, tj. r6znej od unitarnej, korekcji po stronie odbiorcy) przy uzyciu MAC. Punktem wyjs-
cia byt przypadek dwuwejsciowego kanatu dwu-unitarnego (ang. biunitary channel) z hermitowska
macierza unitarna, dla ktérego udowodnitem, ze konstrukcja kodéw jest §cisle zwiazana z rozktadal-
noscia (ang. decomposability) przestrzeni macierzy o ograniczonym rzedzie (ang. space of matrices
of bounded rank) [87, 88], zwiazanych z macierzami Schmidta odpowiadajacymi szumowi. Dalej
pokazatem, jak rezultat moze by¢ stosowany do ogdélnego modelu szumu i kanatéw z dowolng
liczba nadawcow.

W pracy [A2], motywowani podejSciem zaprezentowanym w [89], zaproponowaliSmy nowe
narzedzie uzyteczne przy konstrukcji kodow dla MAC — produktowy numeryczny zakres wyzszego
rzedu (ang. product higher rank numerical range). PokazaliSmy jego podstawowe wlasnosci 1
rozwazyliSmy rozszerzenia. W zakresie zastosowan szczegdlny nacisk potozyliSmy na konstrukcje
kodéw o niezerowej entropii dla wyzej wspominanych kanatéw dwu-unitarnych, dla ktérych za-
prezentowaliSmy techniki ograniczania oraz analitycznego wyznaczania zakresu i znajdowania
kodu.

[A2] M. Demianowicz, P. Horodecki, K. Zyczkowski
Multiaccess quantum communication and product higher rank numerical range
Quantum Information & Computation 13, 541 (2013)

[A1] M. Demianowicz
Decoherence-free communication over multiaccess quantum channels
Open Systems and Information Dynamics 20, 1350007 (2013)

V.2 Przed uzyskaniem stopnia doktora

Kanaly kwantowe z wieloma uzytkownikami

Prace [P2] oraz [P5] dotycza zagadnienia transmisji informacji kwantowej przy uzyciu kanatéw
kwantowych w schemacie z wieloma nadawcami i odbiorcami. Uog6lniliSmy w nich szereg rezul-
tatow dotyczacych komunikacji migdzy dwoma weztami (zob. np. [90]). PokazaliSmy m.in.
réwnowazno$¢ réznych definicji regionéw pojemnosci (transmisja podprzestrzeni, transmisja spla-
tania, generacja splatania) [P2, P5], bezuzytecznosS¢ jednokierunkowej komunikacji klasycznej ,,w
przéd”, tj. od nadawcéw do odbiorcéw informacji kwantowej [P2], uogdlnienie bardzo uzytecznego
zwiazku znanego z [91] migdzy Srednig wiernoScia (ang. average fidelity) i wiernoscia kanatu (ang.
channel fidelity) oraz regularyzowana charakteryzacj¢ regionu pojemnosci klasy wielouzytkowni-
kowych kanatow [P5].

[P5] M. Demianowicz, P. Horodecki
Aspects of multistation quantum information broadcasting
Physics Letters A 374, 2914 (2010)
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[P2] M. Demianowicz, P. Horodecki
Quantum channel capacities: Multiparty communication
Physical Review A 74, 042336 (2006) [errata: PRA 74, 059903 (2006)]

Splatanie — detekcja, miary splatania, destylacja

W pracy [P3] zaprezentowaliSmy ogbélna metode konstrukcji bezszumowych sieci kwantowych
do detekcji splatania w oparciu o liniowe odwzorowania zachowujace hermitowsko$¢. Podejscie
pozwala na wykrywanie splatania przy uzyciu odwzorowania dodatniego bez koniecznosci rekons-
trukcji stanu 1 wprowadzania szumu do uktadu. Praca w znaczacy sposob uogdlnita wynik pracy
[92], dotyczacy tylko jednego odwzorowania — transpozycji.

W [P4] udowodnili§my, ze separowalno$¢ nieznanego stanu dwukubitowego mozna jednoz-
nacznie okresla¢ przy uzyciu jednego pomiaru uniwersalnej obserwabli na czterech kopiach danego
stanu. Z testem zwiazany jest pseudo-monoton splatania 7, zdefiniowany przy uzyciu wyznacznika
czgSciowo transponowane] macierzy gestosci. PokazaliSmy, ze daje on ciasne ograniczenia na
zgodnos$¢ (ang. concurrence) [93, 94] 1 uyjemnos$¢ (ang. negativity) [95].

W pracy [P6] pokazalem, ze u podstaw konstrukcji m wprowadzonego w [P4] lezy macierz
odwréconego spinu (ang. spin flipped matrix), ktérej uzywa si¢ do zdefiniowania zgodnosci C.
Zaprezentowalem takze analityczny zwiazek Cp, map oraz splotu 74pc (ang. tangle) dla trzyku-
bitowych (ABC') stanéw czystych, pozwalajacy sformutowac relacje monogamii w uktadach trzech
kubitéw przy uzyciu 7 oraz 7. Udowodnilem takze prawo faktoryzacji dla 7 (por. [96]).

W pracy [P1] rozwazaliSmy problem destylacji dwuczastkowego splatania w schemacie, gdy
uczestnicy dysponuja tylko jedna kopia danego stanu. PokazaliSmy w szczegdlnosci, ze gdy dys-
ponuja oni mozliwoscia klasycznej komunikacji tylko w jedna strong i stan poczatkowy nie jest
czysty, to istnieje warto$¢ graniczna tzw. utamka singletu F' (ang. singlet fraction), jaki moga oni
osiagna¢ w protokole. Oznacza to, ze aby uzyskac (probabilistycznie) dowolnie dobra konkluzyw-
ng teleportacj¢ przy uzyciu stanu mieszanego, konieczne jest przestanie co najmniej jednego bitu
informacji zwrotnej. Udowodnili§my takze istnienie wartosci progowej dla optymalnego F' dla
stanow petnego rzgdu w przypadku destylacji z klasyczng komunikacja w dwie strony.
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VI Informacja o osiagnieciach dydaktycznych, organizacyj-
nych oraz popularyzujacych nauke

VI.1 Dydaktyka

VI.1.1 Prowadzone zajecia

Jako pracownik Politechniki Gdanskiej prowadzilem zajecia wszystkich typow (wyktady, ¢wi-
czenia, seminaria, laboratoria). Byly to zajgcia dla studentéw studiéw stacjonarnych (pierwszego
i drugiego stopnia) oraz zaocznych na Wydziale Fizyki Technicznej i Matematyki Stosowanej,
Wydziale Mechanicznym, Wydziale Elektroniki, Telekomunikacji i Informatyki, Wydziale Elek-
trotechniki i Automatyki, Wydziale Chemicznym oraz Wydziale Zarzadzania 1 Ekonomii. Ponadto,
prowadzitem takze zajecia na Studium dla nauczycieli fizyki oraz kursy przygotowawcze z fizyki
i matematyki dla studentéw pierwszego roku. Ponizej znajduje si¢ szczegdtowa lista zajeé aka-
demickich z zaznaczeniem ich typu:

 Elektrodynamika (wyktad, éwiczenia),

 Fale (wykiad, ¢wiczenia),

* Rownania rozniczkowe w fizyce i technice (wyktad, Ewiczenia),
» Wstep do teorii informacji (wyktad, wyktad obieralny),

* Teoria informacji Il (wyktad),

» Wstep do metod numerycznych (wyklad),

* Podstawy systemow operacyjnych i programowania (wyklad),
* Mechanika klasyczna (¢wiczenia),

* Fizyka atomu i czqsteczki I i I ((wiczenia),

* Rownania rozniczkowe i catkowe w fizyce i technice (¢wiczenia),
* Fizyka (¢wiczenia, laboratorium, takze po angielsku),

* Metody fizyczne w biologii i medycynie (¢wiczenia),

* Matematyka (¢wiczenia),

* Wstep do informatyki (1aboratorium),

» Seminarium dyplomowe (seminarium),

34



* Metody eksploracji danych (seminarium, semestr letni roku akademickiego 2022/23).

Ukonczytem kurs pedagogiczny dla nauczycieli organizowany przez Politechnike Gdanska. Po-
siadam ponadto certyfikat kursu Projektowanie zajec e-learningowych.

VI.1.2 Dyplomy

Bytem opiekunem 4 prac inzynierskich oraz recenzentem 9 prac inzynierskich i 2 prac magis-
terskich.

VI.2 Popularyzacja nauki

W latach 2010 — 2011 (facznie 12 miesigcy, czgSciowo po uzyskaniu stopnia naukowego dok-
tora) pracowatem przy projekcie e-Doswiadczenia w fizyce (http://e-doswiadczenia.mif.pg.gda.pl/)
jako ekspert naukowy. W ramach tego projektu bratem takze udziat w przygotowaniu i prowadze-
niu przyktadowych lekcji dla nauczycieli z wykorzystaniem e-do§wiadczenia.

W 2010 roku przeprowadzitem dwa spotkania popularnonauke zatytulowane Fale dla uczniéw
szkot podstawowych (wydarzenie jednodniowe). Kazde spotkanie sktadato si¢ z wyktadu oraz
laboratorium (prezentacja eksperymentéw z aktywnym udziatem uczniéw).

VI.3 Dzialalnos¢ organizacyjna

W latach 2019 — 2020 przez rok bylem cztonkiem Rady Dziedziny Naukowej Nauki Sciste
(dyscyplina Nauki fizyczne, Politechnika Gdanska).
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