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Omówienie osiągnięcia naukowego
Struktura tej części dokumentu jest następująca. Rozdział IV.1 zawiera wstępne informacje:

ogólną motywację badań, skrócony opis głównych wyników osiągnięcia oraz wprowadzenie w
terminologię. Rozdział IV.2 to rozszerzony opis osiągnięcia. Podzielony został on na dwa pod-
rozdziały odpowiadające strukturze przedłożonego cyklu prac: podrozdział IV.2.1 dotyczy pod-
przestrzeni prawdziwie wielocząstkowo splątanych i omawia wyniki uzyskane w pracach [H3-H8],
natomiast podrozdział IV.2.2 przedstawia wyniki prac [H1, H2], dotyczące nierównoważności splą-
tania i nielokalnych korelacji w układach wielocząstkowych. W podrozdziałach tych podaję także
szczegółowe cele badawcze i ich motywację. W rozdziale IV.3 przedstawiam swoje plany naukowe
na przyszłość związane z tematyką cyklu habilitacyjnego. Literatura (z pominięciem pozycji [H1-
H8]) znajduje się na końcu dokumentu.

IV.1 Wstęp
Splątanie jest jednym z podstawowych pojęć informatyki kwantowej. W podstawowej formie

dotyczy ono układów dwuciałowych i takie układy, zwłaszcza te z niskowymiarowymi podukłada-
mi, zostały jak dotychczas najlepiej zbadane. Szybko zdano sobie sprawę z faktu, że znaczenie
splątania w takich systemach wykracza poza ramy czysto teoretyczne i może być ono używane
w protokołach przetwarzania informacji, np. gęstym kodowaniu [1], teleportacji [2], czy też dys-
trybucji klucza kryptograficznego [3]. Ostatni z tych protokołów wykorzystuje fakt, że splątane
stany kwantowe mogą wykazywać nielokalność typu Bella (bellowską), tzn. lokalne pomiary na
ich podukładach mogą prowadzić do statystyk, których nie da się opisać lokalnie realistyczną
teorią [4]. Nietrywialny fakt, że nielokalność bellowska nie dotyczy wszystkich stanów splą-
tanych określamy mianem nierównoważności tych pojęć. Inną nierównoważną formą nielokalnych
korelacji w układach dwuciałowych jest sterowalność [5, 6], plasująca się między splątaniem a
nielokalnością bellowską. Zarówno sterowalność, jak i nielokalność bellowska są same w sobie
użytecznymi zasobami w protokołach niezależnej od urządzeń kwantowej dystrybucji klucza kryp-
tograficznego (ang. device-independent quantum key distribution; DIQKD) [7, 8].

W powyższym kontekście naturalnie nasuwa się pytanie o charakteryzację układów składają-
cych się z trzech lub więcej podukładów, tzw. układów wielocząstkowych. Stwierdzono, że struk-
tura splątania w takim przypadku jest znacznie bogatsza i nie jest prostym rozszerzeniem forma-
lizmu dwucząstkowego [9, 10]. Przykładowo, trzy kubity mogą być splątane na dwa nierównoważ-
ne sposoby [9]. Podobnie opis nielokalnych korelacji — ich wzajemnych relacji oraz związku ze
splątaniem — jest znacznie bardziej złożony. Bogactwo tych struktur przekłada się na szerokie
praktyczne zastosowania stanów wielocząstkowych. Prominentną rolę w tym zakresie odgry-
wają stany prawdziwie wielocząstkowo splątane (ang. genuinely multipartite entangled; GME),
reprezentujące najmocniejszą formę splątania. Są one m. in. integralnym elementem algoryt-
mów kwantowych [11] oraz kwantowych obliczeń opartych na pomiarach (ang. measurement-
based quantum computation) [12]. Pokazano także, że stany GME są konieczne do osiągnięcia
maksymalnej czułości w pewnych ogólnych zadaniach metrologicznych [13] oraz niezbędne w
wielocząstkowej destylacji klucza kryptograficznego [14]. Ich użyteczność stwierdza się także w
protokołach opartych na nielokalności, np. w niezależnej od urządzeń wieloużytkownikowej kryp-
tografii, gdzie są konieczne do certyfikacji prywatności lokalnych wyników pomiarów [15].
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Lista zastosowań stanów GME będzie z pewnością ciągle się wydłużała wraz z rozwojem
sieciowych technologii kwantowych, zatem ich kompleksowa charakteryzacja stanowi bardzo waż-
ne zagadnienie, któremu w literaturze poświęca się sporo uwagi. Nadrzędną motywacją badań
przedłożonego cyklu publikacji [H1-H8] było przyczynienie się do lepszego zrozumienia splątania
w układach wielocząstkowych, w tym jego relacji z nielokalnymi korelacjami.

Omówmy tutaj pokrótce główne wyniki prac wchodzących w skład osiągnięcia. W pracach
[H1, H2] analizowaliśmy relację między splątaniem oraz nielokalnymi korelacjami w układach
wielu cząstek. W szczególności, w pracy [H1] wykazaliśmy, że nielokalność typu Bella i splątanie
w układach wieloczastkowych nie są równoważne, tzn. istnieją stany GME, które nie są prawdzi-
wie wielocząstkowo nielokalne (ang. genuinely multipartite nonlocal; GMNL). Zagadnienie rozwi-
jane było w pracy [H2], gdzie uogólniliśmy kryterium splątania z pracy [H1] oraz rozważyliśmy
w większych szczegółach także zagadnienie nierównoważności splątania i sterowalności. Prace
[H3-H8] poświęcone są analizie podprzestrzeni prawdziwie wielocząstkowo splątanych (ang. ge-
nuinely entangled subspace; GES), tj. podprzestrzeni składających się wyłącznie ze stanów GME.
W pracy [H3] wprowadziliśmy formalnie pojęcie GES-a i podaliśmy kilka ogólnych konstrukcji
takich podprzestrzeni w oparciu o nieortogonalne nierozszerzalne bazy produktowe (ang. unexten-
dible product basis; UPB). Zagadnienie konstrukcji rozważaliśmy dalej w [H5], gdzie podaliśmy
metodę konstrukcji GES-ów o maksymalnych wymiarach, opartą na pewnej charakteryzacji pod-
przestrzeni całkowicie splątanych przy użyciu macierzy pełnego rzędu. Kulminacją tej części pro-
jektu była praca [H8], w której podałem pierwszą w literaturze uniwersalną praktyczną konstrukcję
GES-ów osiągającą dowolne wymiary w ogólnym scenariuszu wielocząstkowym. W pracy [H7]
udowodniłem natomiast, że nie istnieją GES-y o pewnych wymiarach konstruowane z ortogonal-
nych UPB. Wynik ten częściowo odpowiada na pytanie otwarte postawione w [H3]. Na dzień
składania wniosku jest to jedyny wynik tego rodzaju w literaturze. W pracy [H4] analizowaliśmy
splątanie GES-ów i stanów z nimi związanych w sposób ilościowy. Podaliśmy m. in. metody wyz-
naczania minimalnego splątania GES-ów i wyznaczyliśmy tę wielkość dla nowo skonstruowanych
podprzestrzeni. W pracy [H6] podaliśmy kryterium splątania podprzestrzeni i zbadaliśmy jego
stosowalność w różnych przypadkach. Praca jest ogólna i dotyczy także podprzestrzeni całkowicie
splątanych.

Zanim przejdziemy do bardziej szczegółowego omówienia osiągnięcia, wprowadzimy stosowną
notację i przypomnimy odpowiednie pojęcia.

IV.1.1 Notacja

Będziemy rozważać N -cząstkowe przestrzenie Hilberta

H = C
d1 ⊗C

d2 ⊗ · · · ⊗C
dN (1)

z wymiarami podukładów di < ∞. W przypadku równych wymiarów lokalnych d, przestrzeń
będziemy oznaczać HdN z odpowiednim N . Podukłady oznaczane będą przez Ai, i = 1, 2, . . . , N ,
podczas gdy cały układ A := A1A2 . . . AN . Podział A na dwa rozłączne zbiory, A = S ∪ S̄,
gdzie S ∩ S̄ = ∅, będziemy nazywali dwupodziałem lub cięciem i oznaczali S|S̄. W przypadku
małych układów ich podukłady będą indeksowane przez A,B, . . . Do oznaczania stanów czystych
z H będziemy tradycyjnie używać liter greckiego alfabetu: |ψ⟩X , |φ⟩X , . . . , gdzie X odpowiada
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podukładom. Stany czyste będziemy zapisywać jako

|ψ⟩ = (a0, a1, . . . , ad−1), (2)

tzn. pomijając transpozycję. Tam, gdzie nie są one istotne, pomijamy czynniki normalizacyjne
w stanach czystych. Stany mieszane będą oznaczane jako ϱX , σX , . . . Zbiór stanów mieszanych
zdefiniowanych na H będzie oznaczany jako D(H).

IV.1.2 Splątanie w układach wielu cząstek

Wprowadzenie w terminologię zaczynamy od omówienia splątania (zob. np. [16, 17, 18]).
Stan czysty |ψ⟩A ∈ H nazywamy w pełni produktowym (ang. fully product) lub krótko produk-

towym, jeśli jest on iloczynem stanów czystych na wszystkich podukładach, tj. |ψ⟩A = |φ⟩A1 ⊗
|ϕ⟩A2 ⊗ · · · ⊗ |ξ⟩AN

. Z drugiej strony, gdy stan nie jest w pełni produktowy, to nazywamy go splą-
tanym. Stany, które dla pewnego cięcia S|S̄ można zapisać jako |ψ⟩A = |ζ⟩S ⊗ |ξ⟩S̄ , nazywamy
dwuproduktowymi1 (ang. biproduct). Ostatecznie, jeśli stan splątany |ψ⟩A nie jest dwuproduktowy,
tzn. jeśli

|ψ⟩A ̸= |ζ⟩S ⊗ |ξ⟩S̄ (3)

dla każdego cięcia S|S̄, to nazywamy go prawdziwie wielocząstkowo splątanym (ang. genuinely
multipartite entangled; GME). Najbardziej znanymi przykładami takich stanów są stan Greenber-
gera-Hornego-Zeilingera (GHZ) [19], |GHZ⟩ = 1√

2
(|000⟩ + |111⟩), oraz stan W [9], |W ⟩ =

1√
3
(|001⟩+ |010⟩+ |100⟩).
Stan mieszany ϱA ∈ D(H) nazywamy w pełni separowalnym (ang. fully separable) lub krótko

separowalnym, jeśli można go zapisać jako kombinację wypukłą w pełni produktowych stanów
czystych, tj. ϱA =

∑
i pi|φi⟩⟨φi|A1 ⊗|ϕi⟩⟨ϕi|A2 ⊗· · ·⊗ |ξi⟩⟨ξi|AN

, gdzie pi ⩾ 0 oraz
∑

i pi = 1. W
przeciwnym przypadku stan nazywamy splątanym. Dalej, stan nazywamy dwuseparowalnym (ang.
biseparable), jeśli jest on kombinacją stanów separowalnych ze względu na różne dwupodziały,
czyli

ϱA =
∑
S|S̄

qS|S̄ϱ
S|S̄, (4)

gdzie
ϱS|S̄ =

∑
i

pi|φi⟩⟨φi|S ⊗ |ϕi⟩⟨ϕi|S̄. (5)

Ostatecznie, jeśli stan nie jest dwuseparowalny, to nazywamy go prawdziwie wielocząstkowo splą-
tanym. Podobnie jak w przypadku stanów czystych, stany takie będziemy krótko nazywać stanami
GME. Zilustrujmy koncepcję przypadkiem trzycząstkowym: stan ϱABC jest GME, jeśli zachodzi
dla niego ϱABC ̸= p1ϱ

A|BC+p2ϱ
B|AC+p3ϱ

AB|C . Przykładem takiego stanu jest ϱ=p|GHZ⟩⟨GHZ|
+ (1− p)|W ⟩⟨W | z dowolnym 0 ⩽ p ⩽ 1.

Gwoli kompletności przedstawienia klasyfikacji separowalności w układach wielocząstkowych
nadmieńmy, że w analogiczny sposób można ogólniej mówić o K-produktowości i K-separowal-
ności. Używa się do tego K-podziałów cząstek, tj. podziałów A na K rozłącznych zbiorów.

1 Każdy stan w pełni produktowy jest też dwuproduktowy, ale nie każdy stan dwuproduktowy jest w pełni produk-
towy.
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IV.1.3 Nierozszerzalne bazy produktowe (UPB)

Niech dany będzie zbiór k wektorów produktowych należących do H:

S = {|φi⟩A1 ⊗ |ϕi⟩A2 ⊗ · · · ⊗ |ξi⟩AN
}ki=1, k < dimH. (6)

Zbiór S nazywamy nierozszerzalną bazą produktową (ang. unextendible product basis; UPB), jeśli
nie istnieje wektor w pełni produktowy ortogonalny do wszystkich wektorów ze zbioru S [20, 21].
Mówiąc inaczej, S jest UPB, jeśli (spanS)⊥ zawiera tylko wektory splątane. Jeśli elementy UPB są
wzajemnie ortogonalne, to bazę nazywamy ortogonalną UPB (oUPB); w przypadku, gdy UPB nie
ma tej własności, mówimy o nieortogonalnej UPB (nUPB) (zob. np. [22, 23]). Prawdopodobnie
najbardziej znanym przykładem oUPB jest następujący zbiór wektorów z (C2)⊗3:

{|0⟩|0⟩|0⟩, |+⟩|−⟩|1⟩, |1⟩|+⟩|−⟩, |−⟩|1⟩|+⟩}, (7)

gdzie |±⟩ = |0⟩ ± |1⟩. Nosi on nazwę Shifts. Rysunek 1 przedstawia tę bazę w postaci zupełnego
grafu z pokolorowanymi krawędziami, tzw. grafu ortogonalności (ang. orthogonality graph), w

Rys. 1: Graf ortogonalności UPB Shifts (7). Czerwona (pogrubiona) linia odpowiada ortogonal-
ności na pierwszym podukładzie, złota (kropkowana) – drugim, zielona (kreskowana) – trzecim.

którym kolory oznaczają podukład, na którym zachodzi ortogonalność wektorów połączonych
daną krawędzią. Takie przedstawienie stanowi bardzo użyteczną reprezentację oUPB, lub ogólniej
zbioru ortogonalnych wektorów produktowych. Elementarnym przykładem nUPB jest natomiast
następujący zbiór wektorów z (C2)⊗2: K = {|0⟩|0⟩, |1⟩|1⟩, |+⟩|+⟩}. Łatwo się przekonać, że or-
togonalizacja tych wektorów prowadzi do nowego zbioru K̃ = {|0⟩|0⟩, |1⟩|1⟩, |01⟩+ |10⟩}, a zatem
bazy nieproduktowej. Zauważmy także, że wektory z K (lub K̃) rozpinają po prostu dwukubitową
podprzestrzeń symetryczną, Symm(C2 ⊗ C

2), a jedynym wektorem ortogonalnym do nich jest
maksymalnie splątany stan |01⟩ − |10⟩. Istnieje zwarta reprezentacja podprzestrzeni symetrycznej
dwucząstkowej przestrzeni o dowolnych lokalnych wymiarach d przy użyciu ciągłej rodziny nieor-
togonalnych stanów produktowych: Symm(Cd ⊗Cd) = span U , gdzie U = {|α⟩|α⟩ | |α⟩ ∈ Cd}.
Dopełnieniem ortogonalnym Symm(Cd ⊗Cd) jest przestrzeń antysymetryczna, Antisymm(Cd ⊗
C
d), która, jak dobrze wiadomo, nie zawiera stanów produktowych. Zbiór U ma zatem własność

produktowej nierozszerzalności. Nie jest on bazą, bo zawiera za dużo wektorów. Wybierając jed-
nak jego

(
d+1
2

)
liniowo niezależnych elementów można stworzyć bazę — nUPB — dla span U .

Będziemy używać tego typu reprezentacji podprzestrzeni w dalszej części dokumentu.
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UPB znalazły wiele ważnych zastosowań w kwantowej teorii informacji. To najbardziej bezpoś-
rednie, a zarazem najważniejsze dla omawianego osiągnięcia, wynika z samej ich definicji — fakt,
że w dopełnieniu ortogonalnym oUPB oraz nUPB nie ma stanów produktowych pozwala w oparciu
o takie bazy w elementarny sposób konstruować splątane stany czyste oraz mieszane. Szczególną
klasę stanów tak budowanych stanowią stany o nieujemnej częściowej transpozycji (ang. positive
partial transpose; PPT) ze względu na wszystkie cięcia [20, 22, 23, 24], czyli stany o splątaniu
związanym (ang. bound entanglement) [25, 26]. Konstrukcja jest szczególnie prosta dla oUPB.
Wiadomo także, że oUPB stanowią przykłady zbiorów stanów produktowych, których elementy
nie są lokalnie rozróżnialne [20, 21] — efekt taki nazywany jest nielokalnością bez splątania [27].
Ponadto, oUPB okazały się użyteczne np. w konstrukcji nierówności typu Bella bez kwantowego
łamania [28].

IV.1.4 Nielokalne korelacje — nielokalność bellowska i sterowalność

Omówimy tutaj dwa rodzaje nielokalnych korelacji — nielokalność typu Bella (bellowską) oraz
sterowalność — skupiając się głównie na pierwszym z nich, jako że ma on większe znaczenie w
przedłożonym cyklu.

Zanim wprowadzimy odpowiednie pojęcia, przypomnijmy bardzo krótko, jak modelowane
matematycznie są pomiary w mechanice kwantowej. Pomiar M jest zbiorem operatorów {Mi}m−1

i=0 ,
gdzie i odpowiada wynikom pomiaru, takich, że Mi ⩾ 0 oraz

∑
iMi = 1. Prawdopodobieństwo

uzyskania i-tego wyniku w pomiarze M na stanie ϱ dane jest przez formułę Borna

p(i|M) = tr(Miϱ). (8)

Jeśli zachodzi MiMi′ = Miδii′ , to pomiar nazywamy rzutowym (ang. projective measurement); w
ogólnym przypadku pomiar nazywamy uogólnionym (ang. generalized measurement) lub POVM
(od angielskiego positive-operator valued measure). Zbiór pomiarów rzutowych stanowi naturalnie
podzbiór zbioru pomiarów uogólnionych.

Przejdźmy do omówienia (nie)lokalności typu Bella (zob. np. [29]). Rozważmy N rozdzielo-
nych przestrzennie uczestników, będących w posiadaniu stanu ϱA ∈ D(H), którego i-ty podukład
jest w rękach Ai. Na swojej części stanu ϱA uczestnicy mogą wykonywać pomiary MAi =
{MAi

ai
}ai , i = 1, 2, . . . , N , gdzie ai numerują wyniki. Prawdopodobieństwo uzyskania a :=

a1, . . . , aN w pomiarze M := MA1 , . . . ,MAN dane jest przez

p(a|M) = p(a1, . . . , aN |MA1 , . . . ,MAN ) = tr
[(
MA1

a1
⊗ · · · ⊗MAN

aN

)
ϱA

]
. (9)

Mówimy, że stan ϱA jest w pełni lokalny (ang. fully local), jeśli dla dowolnego wyboru pomia-
rów M prawdopodobieństwo p(a|M) może być zapisane jako

p(a|M) =

∫
Ω

dλ ω(λ)p1(a1|MA1 , λ)p2(a2|MA2 , λ) · · · pN(aN |MAN , λ), (10)

gdzie ω jest gęstością prawdopodobieństwa zmiennej λ określonej na Ω, natomiast pk(·|·) są pew-
nymi rozkładami prawdopodobieństwa odpowiadającymi uczestnikom, nazywanymi funkcjami od-
powiedzi (ang. response functions). Jeśli stan nie jest w pełni lokalny, to nazywamy go nielokalnym
(ang. nonlocal). Nielokalność stanu można wykazać stwierdzając łamanie przez niego pewnej
nierówności typu Bella (ang. Bell-type inequality, Bell inequality). Dalej, mówimy, że stan ϱA jest
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dwulokalny lub bilokalny (ang. bilocal), jeśli dla dowolnego wyboru pomiarów M prawdopodo-
bieństwo p(a|M) może być zapisane jako następująca kombinacja wypukła:

p(a|M) =
∑
S|S̄

pS|S̄

∫
ΩS|S̄

dλ ωS|S̄(λ)pS(aS|MS, λ)pS̄(aS̄|MS̄, λ), (11)

gdzie sumowanie odbywa się po wszystkich dwupodziałach oraz aX := {ai|Ai ∈ X} w pomia-
rach M

X := {MAi |Ai ∈ X}, X = S, S̄. Ostatecznie, stany, które nie są bilokalne, nazy-
wane są prawdziwie wielocząstkowo nielokalnymi (ang. genuinely multipartite nonlocal; GMNL)
[30]. Przykładem czystego stanu GMNL jest N -cząstkowy GHZ. Lokalność stanu kwantowego
oznacza, że uczestnicy mający dostęp do czysto klasycznych zasobów w postaci zmiennej λ z
odpowiednim rozkładem, nazywanej ukrytą zmienną (ang. hidden variable), mogą reprodukować
statystyki kwantowych pomiarów bez faktycznego ich wykonywania. Wystarczy, że odpowiednio
dobiorą funkcje odpowiedzi, zgodnie z którymi będą deklarować „wyniki” pomiarów. W związku
z powyższą interpretacją mówi się, że stany lokalne mają lokalny model z ukrytymi zmiennymi
(ang. local hidden variable model; model LHV), lub krótko mają lokalny model (odpowiedniego
typu). Ma sens mówienie o stanach, które są lokalne dla wybranej klasy pomiarów, w szczegól-
ności pomiarów rzutowych. W bieżącym dokumencie skupiamy się jednak na lokalności w naj-
ogólniejszym sensie, tzn. gdy pomiary są uogólnione.

Analogicznie do przypadku separowalności można ogólniej mówić o K-lokalności stanów.
Przejdźmy teraz do sterowalności (ang. steering; zob. np. [31]). W dwucząstkowym scenariu-

szu dwoje uczestników, Alicja i Bob, dzieli nieznany stan kwantowy ϱAB. Załóżmy, że Alicja może
wykonywać pomiary Mx = {Mx

a }a, gdzie a numeruje wyniki x-tego pomiaru. Nieunormowany
stan Boba po uzyskaniu przez Alicję wyniku a w x-tym pomiarze ma postać (trA oznacza ślad
częściowy po podukładzie Alicji)

ϱBa|x = trA [(M
x
a ⊗ 1B) ϱAB] . (12)

Zbiór {ϱBa|x}a,x nazywamy asamblażem2 (ang. assemblage). Mówimy, że asamblaż {ϱBa|x}a,x jest
niesterowalny (ang. unsteerable) od Alicji do Boba, krótko A → B niesterowalny, jeśli możemy
napisać

ϱBa|x =

∫
Ω

dλ ω(λ)pA(a|x, λ)σBλ , (13)

gdzie, podobnie jak poprzednio, Ω jest zbiorem ukrytych zmiennych, ω — pewną gęstością prawdo-
podobieństwa na Ω, pA(a|x, λ) — rozkładem prawdopodobieństwa nazywanym funkcją odpowie-
dzi Alicji, natomiast σBλ są pewnymi stanami kwantowymi, noszącymi nazwę stanów ukrytych
(ang. hidden states). Jeśli dekompozycja (13) nie istnieje, mówimy, że dany asamblaż jest A→ B
sterowalny (ang. steerable). Jeśli dla danego stanu istnieją pomiary prowadzące do A → B
sterowalnego asamblażu, to mówimy, że stan jest A → B sterowalny. Dalej, jeśli wszystkie asam-
blaże są A → B niesterowalne, to mówimy, że dany stan kwantowy jest A → B niesterowalny.
O niesterowalnych asamblażach lub stanach mówimy, że istnieje dla nich lokalny model z ukry-
tymi stanami (ang. local hidden state model; model LHS). W schemacie wielocząstkowym (por.
[32]) adekwatnym do naszych dalszych rozważań, zastępujemy A przez grupę uczestników S =

2 Zgodnie z moją wiedzą, w języku polskim nie ma jeszcze przyjętej nazwy na ten zbiór. Termin, którego używam,
został wybrany na potrzeby bieżącego dokumentu.
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A1 . . . AL wykonujących lokalne pomiary na swoich częściach stanu oraz B przez pozostałych
uczestników S̄ = AL+1 . . . AN i pytamy o możliwość sterowania od S do S̄ w podanym wyżej
sensie.

IV.1.5 Lista głównych skrótowców

W kolejnych częściach dokumentu będziemy posługiwać się następującymi skrótowcami:

◦ GME — prawdziwie wielocząstkowo splątany (ang. genuinely multipartite entangled),

◦ GMNL — prawdziwie wielocząstkowo nielokalny (ang. genuinely multipartite nonlocal),

◦ UPB — nierozszerzalna baza produktowa (ang. unextendible product basis),

• oUPB — ortogonalna UPB,

• nUPB — nieortogonalna UPB,

◦ GUPB — prawdziwie nierozszerzalna baza produktowa (ang. genuinely unextendible product
basis),

◦ CES — podprzestrzeń całkowicie splątana (ang. completely entangled subspace),

◦ GES — podprzestrzeń prawdziwie wielocząstkowo splątana (ang. genuinely entangled sub-
space),

◦ GM — geometryczna miara splątania (ang. geometric measure of entanglement),

◦ GGM — uogólniona geometryczna miara splątania (ang. generalized geometric measure of
entanglement).

IV.2 Opis uzyskanych wyników
W przedłożonym cyklu habilitacyjnym zająłem się ze współpracownikami badaniem następu-

jących zagadnień:

• relacja między splątaniem kwantowym oraz nielokalnymi korelacjami w układach wielocząst-
kowych [H1,H2],

• podprzestrzenie prawdziwie wielocząstkowo splątane — konstrukcje, własności, wykrywanie
[H3-H8].

Szczegółowy opis wyników zaczynamy od prac [H3-H8], które stanowią dominującą część
przedłożonego osiągnięcia.
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IV.2.1 Podprzestrzenie prawdziwie wielocząstkowo splątane (GES) [H3-H8]

Jednym z bardzo ważnych kierunków badań nad stanami splątanymi jest analiza splątanych
podprzestrzeni złożonych przestrzeni Hilberta, tj. podprzestrzeni, do których należą tylko czyste
stany splątane. Podprzestrzenie splątane są obiektami ważnymi z czysto teoretycznego punktu
widzenia, bo pozwalają lepiej zrozumieć strukturę zbioru stanów splątanych. Umożliwiają po-
nadto bezpośrednią konstrukcję splątanych stanów mieszanych (jeśli nośnik stanu zawiera się w
podprzestrzeni splątanej, to stan ten jest splątany), co w obliczu trudności w rozstrzyganiu sepa-
rowalności stanów kwantowych dostarcza nieocenionego narzędzia na tym polu. Ich znaczenie
nie ogranicza się jednak tylko do teoretycznego. Podprzestrzenie splątane znalazły bowiem prak-
tyczne zastosowania np. w kwantowej korekcji błędów [33], kryptografii [34], czy też tomografii
kwantowej [35]. Związane są także z pojęciem lokalnej rozróżnialności stanów [36, 37].

Podprzestrzenie zdefiniowane przez brak w nich czystych stanów w pełni produktowych for-
malnie nazywamy podprzestrzeniami całkowicie splątanymi (ang. completely entangled subsapce;
CES) [38, 39, 40]. Z definicji tej wynika, że w przypadku układów wielocząstkowych splątanie
stanów należących do CES-ów może być dowolnego typu: mogą to być zarówno K-produktowe
stany splątane, jak i stany GME — jedynym wymaganiem bowiem jest, aby nie były one w pełni
produktowe. W pracach [39, 41] zwrócono uwagę na istnienie podprzestrzeni splątanych w naj-
mocniejszym sensie, mianowicie takich, które nie zawierają stanów w żaden sposób produktowych,
a więc zawierających tylko stany GME. W żadnej z tych prac nie podjęto jednak ich szerszej anali-
zy. Co ciekawe, w późniejszym piśmiennictwie także próżno szukać systematycznego traktowania
tematu. W związku z tą luką w literaturze, w pracy [H3] zaproponowaliśmy badanie tych pod-
przestrzeni i wprowadziliśmy dla nich nazwę podprzestrzenie prawdziwie wielocząstkowo splątane
(ang. genuinely entangled subspace; GES). Wydaje się uprawnione stwierdzenie, że pracą [H3] za-
początkowaliśmy pewien nowy kierunek badawczy. Świadczy także za tym zwiększone zaintere-
sowanie, jakie GES-y wywołały w literaturze dopiero po publikacji [H3] (zob. np. [42, 43, 44]).

W naszych badaniach nad GES-ami postawiliśmy sobie kilka celów szczegółowych, które reali-
zowaliśmy w [H3-H8]:

• podanie konstrukcji GES-ów, w tym uniwersalnej konstrukcji działającej w dowolnym przy-
padku wielocząstkowym,

• zaproponowanie użytecznej metody wyznaczania minimalnego splątania podprzestrzeni,

• zbadanie ilościowe splątania stanów mieszanych definiowanych przy użyciu GES-ów,

• wprowadzenie kryterium splątania podprzestrzeni,

• zbadanie możliwości konstrukcji GES-ów z oUPB.

Zanim przejdziemy do omówienia wyników odpowiednich prac, podamy dla wygody czytel-
nika formalną definicję GES-ów oraz wymiary, jakie mogą one osiągać.

Definicja 1.
Podprzestrzeń G ⊂ H nazywamy podprzestrzenią prawdziwie wielocząstkowo splątaną (ang. gen-
uinely entangled subspace; GES), jeśli każdy wektor |ψ⟩ ∈ G jest prawdziwie wielocząstkowo
splątany (GME).
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Maksymalny wymiar GES-a wynosi

dimGESmax = D − D

dmin

− dmin + 1, D = ΠN
i=1di dmin = min{d1, d2, . . . , dN}; (14)

dla równych wymiarów lokalnych, di = d, daje to (dN−1 − 1)(d− 1).

Konstrukcje GES-ów [H3, H5, H8]

Budowanie podprzestrzeni o ustalonych własnościach stanowi ważne zagadnienie w badaniach
nad nimi i nie inaczej jest w przypadku GES-ów. Problem ich systematycznej konstrukcji podjęty
został w pracach [H3, H5, H8].

Naturalnym i bezpośrednim narzędziem do konstrukcji CES-ów są UPB, które z definicji w
swoim dopełnieniu ortogonalnym mają właśnie podprzestrzenie tego typu (p. rozdział IV.1.3).
W pracy [H3] zapytaliśmy, czy analogiczne podejście może być użyte do konstrukcji GES-ów.
Zauważyliśmy, że aby dana wielocząstkowa baza UPB definiowała w swoim dopełnieniu ortog-
onalnym GES-a, musi być ona UPB dla dowolnego dwupodziału A. Implikuje to natychmiast,
że oUPB nie mogą być w tym celu uniwersalnie użyteczne, tzn. dla dowolnych N i wymiarów
lokalnych di. Wynika to z faktu, że nie istnieją oUPB w przypadku systemów 2⊗ d, zatem oUPB
nigdy nie mogą prowadzić do GES-ów w scenariuszu, gdy choćby jeden z podukładów jest ku-
bitem. Stawiając sobie za cel ogólne konstrukcje, skierowaliśmy zatem naszą uwagę na nUPB, co
zaowocowało konstrukcją GES-ów o dużych, lecz nie maksymalnych wymiarach, zaprezentowaną
w pracy [H3]. Uniwersalną konstrukcję opartą na nUPB, pozwalającą budować GES-y dowolnych
wymiarów w dowolnym wielocząstkowym scenariuszu, przedstawiłem natomiast w [H8]. Rysunek
2 przedstawia w sposób bardzo schematyczny ogólną ideę wymienionych prac.

podprzestrzeń prawdziwie
wielocząstkowo splątana

(GES)

podprzestrzeń rozpinana przez wektory produktowe
(nUPB)

Rys. 2: W pracach [H3] oraz [H8] podprzestrzenie prawdziwie wielocząstkowo splątane (GES)
zostały skonstruowane jako dopełnienia ortogonalne podprzestrzeni rozpinanych przez nieortogo-
nalne nierozszerzalne bazy produktowe (nUPB).

Podstawowym elementem naszego podejścia w [H3] i [H8] był następujący warunek wystarcza-
jący3 nierozszerzalności zbioru wektorów produktowych, zastosowany do wszystkich dwupodzia-
łów cząstek.

Lemat 2.
Niech dany będzie zbiór wektorów produktowych B = {|φx⟩S ⊗ |ϕx⟩S̄}x, należących do HSS̄ =
C
m ⊗ C

n, którego moc |B| ⩾ m + n − 1. Jeśli dowolna m-krotka wektorów |φx⟩S rozpina Cm

i dowolna n-krotka wektorów |ϕx⟩S̄ rozpina Cn, to nie istnieje wektor produktowy ortogonalny do
wszystkich wektorów zbioru B.

3 Dla zbiorów o minimalnej mocy, tj. gdy |B| = m+ n− 1, warunek jest także konieczny (por. [23]).
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Jest to mocniejsza wersja warunku koniecznego i wystarczającego [20], którego z kolei będziemy
używać w dalszej części dokumentu przy omawianiu pracy [H7] (tam przywołamy jego treść).

O wektorach produktowych {|φx⟩S ⊗ |ϕx⟩S̄}x, dla których wektory {|φx⟩S}x oraz {|ϕx⟩S̄}x
spełniają warunek Lematu 2, będziemy dalej mówili, że mają własność rozpinania na podukładach
S i S̄.

W pracy [H3] zaproponowaliśmy, aby GES-y konstruować w oparciu o podprzestrzenie rozpina-
ne przez zbiory wektorów produktowych w ogólnej postaci

B = {|Ψ(α)⟩A ≡
N⊗
k=1

|ψk(α)⟩Ak
| α ∈ C}, (15)

gdzie współrzędne lokalnych wektorów |ψk(α)⟩ ∈ C
dk są jednomianami lub wielomianami w α.

Obieramy je w ten sposób, aby współrzędne wektorów⊗
k∈I

|ψk(α)⟩Ak
, I ⊂ {1, 2 . . . , N}, (16)

były liniowo niezależnymi funkcjami α dla dowolnego I . Pozwala to, przez odpowiedni dobór α,
zbudować produktową bazę dla spanB, nazwijmy ją B̄, której elementy mają własność rozpinania
na podukładach S i S̄ dla każdego dwupodziału S|S̄. Na mocy Lematu 2 oznacza to, że B̄ jest nUPB
o takiej własności, że nie istnieje wektor dwuproduktowy ortogonalny do span B̄, czyli (span B̄)⊥
jest GES-em. Wymiar tak skonstruowanego GES-a równy jest D − u, gdzie u jest liczbą ele-
mentów w największym układzie liniowo niezależnych współrzędnych wektora |Ψ(α)⟩A. Metoda
jest ogólna i pozwala na konstruowanie różnych klas GES-ów, zachowując ten sam wymiar pod-
przestrzeni. W naszych rozważaniach skupiliśmy się na przypadku równych wymiarów lokalnych,
pokazując na przykładach jej działanie w przypadku ogólnym.

Przyjęliśmy, że dla k = 2, . . . , N zachodzi

|ψk(α)⟩Ak
=

(
1, αd

N−k

, α2dN−k

, . . . , α(d−1)dN−k
)
Ak

, (17)

co daje po prostu wektory Vandermonde’a na podukładach A2 . . . AN
4, tj.

N⊗
k=2

|ψk(α)⟩Ak
=

(
1, α, α2, α3, . . . , αd

N−1−1
)
A2...AN

. (18)

Przy takim wyborze współrzędne wektorów postaci (16) są różnymi, czyli liniowo niezależnymi,
jednomianami α dla dowolnego I ⊂ {2, 3, . . . , N}, zatem szukając odpowiednich |ψ1(α)⟩A1 ,
należy analizować jedynie podzbiory cząstek zawierające podukład A1. Podaliśmy trzy postaci
|ψ1(α)⟩A1: jedną ze współrzędnymi jednomianowymi oraz dwie ze współrzędnymi wielomiano-
wymi. Najlepsza z nich pod względem osiąganego przy jej użyciu wymiaru GES-a była następu-
jąca:

|ψ1(α)⟩ =
(
1, P1(α), P2(α), . . . , Pd−1(α)

)
, Pi(α) =

N∑
k=2

αid
N−k

. (19)

4 Fakt, że wektory Vandermonde’a mają strukturę produktową, zachodzi dla dowolnych wymiarów lokalnych.
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Wymiar tak skonstruowanej podprzestrzeni równy jest dimGES[H3] = dN−2(d − 1)2 i udowod-
nione zostało, że jest on optymalny w przyjętym podejściu. Rysunek 3 pokazuje porównanie tego
wymiaru z teoretycznym wymiarem maksymalnym [p. (14)].

Rys. 3: Porównanie wymiarów GES-ów osiąganych w konstrukcji (19) dla N = 3 (niebieskie
kółka oznaczone jako GES[H3]) z teoretycznym wymiarem maksymalnym (pomarańczowe trójkąty
oznaczone jako GESmax).

Jako ilustrację naszego podejścia rozważmy przytoczoną konstrukcję w przypadku trzyku-
bitowym. Mamy wtedy

|Ψ(α)⟩ABC = (1, α+α2)A⊗(1, α2)B⊗(1, α)C = (1, α, α2, α3, α+α2, α2+α3, α3+α4, α4+α5)ABC .
(20)

W elementarny sposób możemy się przekonać, że: (i) współrzędne lokalnych wektorów ze względu
na każdy dwupodział cząstek tworzą układy funkcji liniowo niezależnych, co sprawia, że można
skonstruować bazę, której elementy mają własność rozpinania dla każdego dwupodziału, (ii) liczeb-
ność największego układu liniowo niezależnych funkcji utworzonego ze współrzędnych |Ψ(α)⟩ABC
wynosi 7. Oznacza to, że dopełnienie ortogonalne przestrzeni rozpinanej przez |Ψ(α)⟩ABC jest
GES-em o wymiarze 2, przy maksymalnym wymiarze dla tego przypadku równym 3. Natychmiast
także stwierdzamy, że GES ten jest rozpinany przez następujące wektory: |001⟩ + |010⟩ − |100⟩
oraz |010⟩+ |011⟩ − |101⟩.

Kończąc tę część opisu wyników, warto wspomnieć, że można stosunkowo prosto podać (nieor-
togonalne) bazy dla GES-ów budowanych omówionym tutaj sposobem [H3, H4].

Praca [H3] pozostawiła otwartym problem konstrukcji GES-ów o dowolnych, w tym maksy-
malnych, wymiarach. Temat ten został podjęty odmiennymi metodami w [H5] oraz [H8]. Prace te
omówimy bez zachowania chronologii ich ukazania się, kierując się w pierwszym rzędzie pokre-
wieństwem narzędzi użytych w [H3] i [H8]. Zaznaczmy, że zarówno [H5], jak i [H8] rozwiązy-
wały problem, który w momencie publikacji był otwarty. Praca [H5] jako pierwsza zaprezentowała
ogólny schemat konstrukcji maksymalnych5 GES-ów, w którym użyliśmy pewnej charakteryzacji
dwuciałowych CES-ów. Praktyczna stosowalność tego podejścia była ograniczona jednak do ma-
łych systemów, co skłoniło mnie do poszukiwania konstrukcji użytecznej w ogólnym scenariu-

5 Konstrukcja podprzestrzeni o maksymalnym teoretycznym wymiarze w oczywisty sposób pozwala także na kon-
struowanie podprzestrzeni o dowolnych mniejszych wymiarach. Wystarczy w takim celu usuwać odpowiednią liczbę
wektorów bazowych.
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szu wielocząstkowym. Taką uniwersalną konstrukcję zaprezentowałem w pracy [H8]. Pozwala
ona uzyskiwać GES-y dowolnych wymiarów w układach z dowolną liczbą cząstek i wymiarami
lokalnymi podukładów.

Główną ideą pracy [H8] było konstruowanie GES-ów w oparciu o nUPB utworzone w taki
sposób, aby własność rozpinania była zapewniona automatycznie dla każdego dwupodziału cząstek.
Osiągnięte zostało to dzięki użyciu macierzy całkowicie nieosobliwych (ang. totally non-singular;
TNS). Przypomnijmy, że macierze TNS to z definicji takie, których wszystkie minory są niezerowe.
Szczególną ich klasę stanowią macierze całkowicie dodatnie (ang. totally positive; TP), których
wszystkie minory są ściśle dodatnie. Przedłożona w [H8] konstrukcja jest uniwersalna w tym sen-
sie, że pozwala w praktyczny sposób konstruować klasy GES-ów o dowolnym zadanym wymiarze
w ogólnym scenariuszu wielocząstkowym (włącznie z dowolnymi wymiarami podukładów). W
konsekwencji pozwala ona w prosty sposób budować mieszane stany GME o różnych rzędach.
Mogą one być wykorzystane np. do testowania i porównywania kryteriów splątania.

Ogólna metoda konstrukcji z [H8] opiera się na następującej obserwacji.

Obserwacja 3.
Rozważmy zbiór K ⩾ D/dmin+ dmin− 1, D = ΠN

i=1di, w pełni produktowych wektorów |Ψ(i)⟩A ∈
H, i = 0, 1, . . . , K − 1. Niech M będzie macierzą, której wierszami są wektory |Ψ(i)⟩A. Jeśli
macierz M jest TNS, to podprzestrzeń ortogonalna do podprzestrzeni rozpinanej przez |Ψ(i)⟩A,
czyli null(M), jest GES-em o wymiarze D −K.

Prawdziwość powyższego stwierdzenia zapewniona jest właśnie przez własności macierzy TNS.
Mianowicie, jeśli zapiszemy |Ψ(i)⟩A = |φ(i)⟩S ⊗ |ϕ(i)⟩S̄ dla wybranego cięcia S|S̄, to macierze,
których wiersze są, odpowiednio, wektorami {|φ(i)⟩S} oraz {|ϕ(i)⟩S̄}, są także TNS, a to oznacza,
że wektory |Ψ(i)⟩A mają własność rozpinania na S i S̄. Zachodzi to dla dowolnego dwupodzia-
łu S|S̄ i w konsekwencji, na mocy Lematu 2, nie istnieje dwuproduktowy wektor ortogonalny do
wszystkich wektorów |Ψ(i)⟩A. Jawna charakteryzacja tak uzyskanych GES-ów wymaga znalezienia
jądra M , co sprowadza się po prostu do rozwiązania jednorodnego układu K równań liniowych na
D niewiadomych.

Powyższa obserwacja jest praktycznie użyteczna i pozwala w prosty sposób budować GES-y o
dowolnych wymiarach dla dowolnych di oraz N . Wykorzystujemy w tym celu macierze Vander-
monde’a, tj. macierze w postaci

Vm,n(x) =


1 x0 x20 . . . xn−1

0

1 x1 x21 . . . xn−1
1

...
...

... . . . ...
1 xm−1 x2m−1 . . . xn−1

m−1

 ; (21)

liczby xi nazywa się węzłami. Szczególnym przykładem jest macierz dyskretnej transformaty
Fouriera (ang. discrete Fourier transform; DFT) rzędu p, która ma postać (pomijamy stały czynnik):
DFTp = [ωkl]p−1

k,l=0, gdzie ω = e2πi/p, tj. węzły są równe xj = ωj . Zachodzą bardzo ważne znane
własności: (i) Vm,n(x) z dodatnimi węzłami 0 < x0 < x1 < · · · < xm−1 jest TP oraz (ii) DFTp
z liczbą pierwszą p jest TNS. Ponadto, wiersze macierzy Vl,D(x) [D = ΠN

i=1di, l — dowolne],
oznaczmy je po transponowaniu przez

|vd1d2...dN (xi)⟩ :=
(
1, xi, x

2
i , . . . , x

D−1
i

)
, (22)
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mają strukturę produktową w H [por. (17) – (18)]. Pozwala to sformułować następujący rezultat.

Twierdzenie 4.
Dany jest zbiór wektorów |vd1d2...dN (xi)⟩A ∈ H, i = 0, 1, . . . , K−1, gdzieK ⩾ D/dmin+dmin−1,
D = ΠN

i=1di. Jeśli zachodzi (i) 0 < x0 < x1 < · · · < xK−1 albo (ii) xi = ωi, gdzie ω = e2πi/p z
liczbą pierwszą p > D, to podprzestrzeń ortogonalna do span {|vd1d2...dN (xi)⟩A}K−1

i=0 jest GES-em
o wymiarze D −K.

Dowód wynika wprost z Obserwacji 3. Macierz M jest teraz (i) macierzą Vandermonde’a,
VK,D(x), która jest TP albo (ii) podmacierzą macierzy DFTp z liczbą pierwszą p i dlatego TNS.

Wektory bazowe tak uzyskanych GES-ów można wyznaczyć przy użyciu macierzy odwrotnej
do macierzy Vandermonde’a i w pracy [H8] podaję ich postać w ogólnym przypadku. W przypadku
trzech kubitów przykładowy zbiór wektorów prowadzących do trójwymiarowego (czyli maksymal-
nego) GES-a dany jest przez: |Ψ⟩(i)A =

⊗3
m=1

(
1, (i+ 1)2

3−m)
Am

, i = 0, 1, 2, 3, 4.
Konstrukcję można uogólnić, używając w stosowny sposób uogólnionych macierzy Vandermon-

de’a6, co pozwala na budowanie jeszcze szerszych klas GES-ów i mieszanych stanów GME na nich
zdefiniowanych.

W pracy [H5] zajęliśmy się problemem systematycznej konstrukcji GES-ów o maksymalnym
wymiarze. Wykorzystaliśmy ciągłe rodziny wektorów (tym razem dwuproduktowych), jednak
nasze podejście było jakościowo inne w stosunku do tego z [H3]. Mianowicie nasza strategia pole-
gała na wyborze ze zbioru CES-ów, określonych w pewien zwarty sposób, tych podprzestrzeni,
które są jednocześnie GES-ami. Skupiliśmy się na przypadku równych wymiarów lokalnych, lecz
podejście uogólnia się w prosty sposób na podukłady o dowolnych wymiarach.

Punktem wyjścia rozważań w [H5] była podana w [45] charakteryzacja dwuciałowych CES-
ów z kubitowym podukładem. Pokazano tam, że w przypadku HAB = C

2 ⊗ C
m, dla każdego

(m− 1)-wymiarowego, a więc maksymalnego CES-a C, istnieje taka macierz pełnego rzędu A, że
wektory

|e(α), fA(α)⟩AB := |e(α)⟩A ⊗ |fA(α)⟩B = (1, α)A ⊗A(1, α, . . . , αm−1)B, α ∈ C, (23)

rozpinają dopełnienie ortogonalne C. Charakteryzację danej podprzestrzeni splątanej przy użyciu
takiego zbioru wektorów będziemy dalej nazywali A-reprezentacją tej podprzestrzeni. W [H5]
zadaliśmy pytanie o istnienie i kształt A-reprezentacji dla GES-ów (podukład B traktujemy wte-
dy jako zbiór podukładów). Zaznaczmy od razu, że trywialny wybór macierzy identycznościowej
jako A nie prowadzi do celu, o czym łatwo się przekonać, przywołując fakt, że wektory Van-
dermonde’a (na które działa transformacja A) mają strukturę produktową, gdy rozważymy je w
wielocząstkowej przestrzeni Hilberta.

Zacznijmy omówienie wyników [H5] od przypadku N kubitów. Największy wymiar GES-
a jest wtedy równy 2N−1 − 1. W (23) mamy teraz m = 2N−1 oraz identyfikujemy A → A1 i
B → A2 . . . AN . Przytoczony wyżej rezultat z pracy [45] oznacza, że wszystkie maksymalne GES-
y w tym scenariuszu faktycznie posiadają A-reprezentację. Odpowiednie postaci A określamy,

6 Macierze z elementami xaj

i na pozycji (i, j), gdzie (aj)j jest rosnącym ciągiem nieujemnych liczb całkowitych,
nazywane są uogólnionymi macierzami Vandermonde’a i każda taka macierz jest podmacierzą pewnej Vm,n.
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narzucając warunek nieistnienia wektorów dwuproduktowych w dopełnieniu ortogonalnym pod-
przestrzeni

V = span{|e(α), fA(α)⟩}. (24)

Oznaczając wektory dwuproduktowe ze względu na cięcia S|S̄ (|S| = k, |S̄| = N−k, k ⩽ ⌊N/2⌋)
jako |β, g⟩ := |β⟩S ⊗ |g⟩S̄ , warunek ten można sformułować w następujący sposób: nie istnieje
cięcie S|S̄, dla którego istnieje wektor dwuproduktowy |β, g⟩ ortogonalny do V , tzn. dla którego
zachodzi

∃
|β,g⟩

∀
α

⟨β, g|e(α), fA(α)⟩ = 0. (25)

Dalsze rozumowanie przeprowadzamy dla każdego cięcia (oprócz cięcia A1|A2 . . . AN , wzglę-
dem którego V⊥ jest na pewno splątana). Powyższy iloczyn skalarny jest wielomianem stop-
nia 2N−1 w α, zatem żądamy, aby jego współczynniki nie były jednocześnie zerami. Traktu-
jąc 2k współrzędnych |β⟩S jako parametry, daje to nam jednorodny układ 2N−1 + 1 równań li-
niowych na 2N−k współrzędnych wektora |g⟩S̄ , który nie może mieć nietrywialnego rozwiązania
dla parametrów niejednocześnie równych zero. Wnioskujemy, że macierz główna tego układu,
nazwijmy ją XS|S̄ , która zależy od A oraz |β⟩S , musi być pełnego rzędu dla dowolnego |β⟩S . Os-
tatecznie mamy więc następujące twierdzenie.

Twierdzenie 5.
Podprzestrzeń ortogonalna do V (24) jest GES-em (o wymiarze 2N−1 − 1) wtedy i tylko wtedy, gdy
dla każdego dwupodziału S|S̄ i każdego |β⟩S macierze XS|S̄ są pełnego rzędu.

Twierdzenie 5 określa warunki, jakie musi spełniać macierz A-reprezentacji GES-a. Dla danej
macierzy A sprawdzenie warunku pełnego rzędu jest zadaniem z zasady wykonalnym (dla nie-
dużych układów łatwym). Sprowadza się ono bowiem do sprawdzenia, czy pewien zbiór wielomia-
nów we współrzędnych |β⟩S (minorów XS|S̄) ma wspólne pierwiastki. Znalezienie jednak ogól-
nego warunku dla dowolnego N na macierze A dające wszystkie maksymalne GES-y, innymi
słowy, użyteczne scharakteryzowanie zbioru maksymalnych kubitowych GES-ów poprzez ich A-
reprezentację, jest zadaniem co najmniej bardzo trudnym z uwagi na złożoność problemu — wraz z
rosnącą liczbą cząstek wzrastają rozmiary macierzy oraz liczba cięć, które trzeba rozważać. Istotne
jest zatem formułowanie warunków koniecznych na postaci A lub charakteryzowanie (pełne albo
choćby częściowe) dopuszczalnych klas macierzy. To pierwsze można osiągnąć, wymagając, aby
wektory o określonej strukturze nie należały do V⊥. W omawianej pracy szerszej analizie poddaliś-
my przypadek trzech kubitów. W tym scenariuszu teoretycznie możliwe jest scharakteryzowanie
wszystkich dopuszczalnych A, jednak wiąże się to z szukaniem warunków na istnienie wspól-
nych pierwiastków wielomianów czwartego stopnia w jednej zmiennej, których współczynniki są
funkcjami elementów macierzy 4 × 4. Choć formuły na pierwiastki równań czwartego stopnia
istnieją, to ich praktyczna użyteczność w danym przypadku jest znikoma i nie udało nam się po-
dać zwartej ogólnej charakteryzacji A-reprezentacji. Co istotne, nie ma przesłanek pozwalających
potencjalne rozwiązanie w sposób zadowalający uogólniać na większą liczbę kubitów. W pracy
podaliśmy zatem warunek konieczny dotyczący dozwolonej struktury A oraz zaproponowaliśmy
sparametryzowaną klasę macierzy dającą A-reprezentację GES-ów. Podaliśmy także przykład
symetrycznej macierzy binarnej w przypadku czterech kubitów wraz z bazą odpowiedniej pod-
przestrzeni.
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W przypadku wyższych wymiarów lokalnych stwierdzamy, że istnieją maksymalne GES-y ma-
jące A-reprezentację. Stanowią one jednak jedynie podzbiór wszystkich podprzestrzeni tego typu.
Wektory w podprzestrzeni ortogonalnej mają teraz postać

(1, α, . . . , αd−1)A1 ⊗A(1, α, α2, . . . , αd
N−1−1)A2...AN

(26)

z odpowiednio dobraną macierzą pełnego rzędu A. Problem jest bardzo trudny nawet dla trzech
kutritów i zadowoliliśmy się podaniem przykładowej binarnej macierzy wraz z bazą dla powstałego
GES-a właśnie dla takiego przypadku.

W pracy [H5] identyfikujemy także związek problemu konstrukcji maksymalnych GES-ów z
pojęciem przestrzeni macierzy o równym rzędzie (ang. spaces of matrices of equal rank) [46].
Wskazujemy także na fakt, że ogólny problem konstrukcji podprzestrzeni splątanych o zadanych
cechach może być rozważany w języku ograniczonego numerycznego zakresu (ang. restricted nu-
merical range) [47].

Niemożność konstrukcji GES-ów o pewnych wymiarach z ortogonalnych UPB [H7]

W pracy [H3] postawiliśmy pytanie, czy GES-y mogą być konstruowane z ortogonalnych UPB
(oUPB). Inaczej formułując problem, zapytaliśmy o istnienie prawdziwie nierozszerzalnych baz
produktowych (ang. genuinely unextendible product basis; GUPB), czyli oUPB, które są nieroz-
szerzalne nawet wektorami dwuproduktowymi7. Problem okazał się bardzo trudny i pytanie o
GUPB wciąż pozostaje otwarte. Praca [H7] jest wkładem w kierunku rozwiązania zagadnienia.
Pokazałem w niej, że istnieje nietrywialne dolne ograniczenie na moc GUPB. W szczególnie
ważnym przypadku równych wymiarów lokalnych ograniczenie to wyklucza minimalne teoretycz-
ne moce GUPB, a zatem możliwość konstrukcji maksymalnych GES-ów z oUPB. Poza jednost-
kowym rezultatem pracy [44], mówiącym, że w układzie trzech kutritów nie istnieją GUPB o
strukturze płytek (ang. tiles) oraz bardzo ogólnikowych stwierdzeń pracy [48], na dzień składania
wniosku praca [H7] jest jedynym ogólnym rezultatem dotyczącym zagadnienia istnienia GUPB.

Głównym narzędziem użytym w [H7] był warunek wystarczający i konieczny nierozszerzal-
ności zbioru dwucząstkowych wektorów produktowych, którego mocniejszej wersji (Lemat 2) uży-
waliśmy w [H3, H8]. Brzmi on następująco [20].

Lemat 6.
Dany jest zbiór wektorów produktowych B = {|φx⟩S ⊗ |ϕx⟩S̄}x, należących do HSS̄ = C

m ⊗C
n,

|B| ⩾ m + n − 1. Istnieje wektor produktowy ortogonalny do wszystkich elementów B, tzn. B
jest rozszerzalny, wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje podział B na dwa rozłączne zbiory B1 i B2, takie
że wektory lokalne |φx⟩S zbioru B1 nie rozpinają Cm oraz wektory lokalne |ϕx⟩S̄ zbioru B2 nie
rozpinają Cn.

7 Pojęcie prawdziwej nierozszerzalności baz mogliśmy oczywiście stosować już w odniesieniu do nieortogonal-
nych UPB (nUPB), których używaliśmy w pracach [H3] i [H8] — nazwalibyśmy takie bazy nieortogonalnymi GUPB
(nGUPB). Zdecydowaliśmy się jednak w bieżącym dokumencie na terminologię zgodną z tą używaną w omawianych
pracach, a to właśnie w [H7] tylko używałem terminu GUPB. W [48] użyto w odniesieniu do takich baz nazwy GE-
UPB, gdzie GE oznacza „genuinely entangled". Wydaje się, że przyjęta przeze mnie nazwa jest bardziej trafna.
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Zanim przywołamy główny wynik pracy [H7], przyjrzyjmy się przykładowi ilustrującemu meto-
dę jego uzyskania. Rysunek 4 przedstawia graf ortogonalności zbioru jedenastu (minimalna teo-
retyczna moc GUPB w danym przypadku) wzajemnie ortogonalnych wektorów produktowych,
|vi⟩ = |ai⟩A|bi⟩B|ci⟩C , w układzie trzech (N = 3) kutritów (d = 3). Ponieważ ortogonalność

Rys. 4: Schemat ilustrujący dowód głównego wyniku pracy [H7]. Wyjaśnienie w głównym tekście.

wektorów zbioru wynika z ortogonalności na podukładach, dla dowolnego wektora |vi⟩, na mocy
zasady szufladkowej, istnieją co najmniej cztery wektory ortogonalne do niego na jednym z pod-
układów. Rozważmy jeden z wektorów, |v1⟩, i załóżmy, że jest on ortogonalny do wektorów
|v2⟩, |v3⟩, |v4⟩, |v5⟩ (jasnoszary zacieniony obszar na rysunku) na podukładzie A (wyróżnione na
czerwono krawędzie grafu ortogonalności; nieistotne dla rozumowania krawędzie zaznaczone są
cienkimi jasnoszarymi liniami). Oznacza to, że wektory |vi⟩, i = 2, 3, 4, 5, nie rozpinają lokalnie
na A całej przestrzeni Hilberta, tj.

dim span{|ai⟩}5i=2 < 3. (27)

Z drugiej strony, wektory |v1⟩, |v6⟩, . . . , |v11⟩ (ciemnoszary zacieniony obszar) z racji ich liczby nie
rozpinają lokalnie na BC całej przestrzeni, tj.

dim span{|b1⟩|c1⟩, |b6⟩|c6⟩, . . . , |b11⟩|c11⟩} < 9. (28)

Zgodnie z Lematem 6 bez trudu znajdujemy wektor dwuproduktowy ortogonalny do wszystkich
wektorów rozważanego zbioru w postaci |ξ⟩A ⊗ |η⟩BC , gdzie wektory na podukładach dobrane
są w następujący sposób: |ξ⟩A ⊥ {|ai⟩A}5i=2 (naturalnie zawsze można przyjąć |ξ⟩ = |a1⟩) oraz
|η⟩BC ⊥ {|b1⟩|c1⟩, |b6⟩|c6⟩, . . . , |b11⟩|c11⟩}.

W rozważanym układzie argument o rozszerzalności działa także dla dwunastoelementowego
zbioru, natomiast załamuje się dla zbioru trzynastoelementowego — w takim przypadku w ob-
szarze ciemnoszarym mamy dziewięć wektorów, które lokalnie na BC mogą rozpinać całą przes-
trzeń, a zatem może nie istnieć wektor ortogonalny do tych wektorów na BC. Stwierdzamy, że nie
istnieją jedenasto- oraz dwunastoelementowe GUPB w układzie trzech kutritów. W konsekwencji
GES-y o wymiarach 16 (maksymalny w tym scenariuszu) oraz 15 nie mogą być budowane jako
podprzestrzenie komplementarne do oUPB.

Rozumowanie przedstawione wyżej uogólnia się na dowolny przypadek wielocząstkowy —
zbiór jest na pewno rozszerzalny wektorami dwuproduktowymi, gdy w ciemnoszarym zacienionym

19



obszarze znajduje się liczba wektorów niewystarczająca do rozpinania lokalnej przestrzeni. Prze-
prowadzając formalną dyskusję tego warunku, otrzymujemy następujące ograniczenie na moce
GUPB.

Twierdzenie 7.
Nie istnieją GUPB z liczbą elementów k spełniającą nierówność

k ⩽
D

dmax

+
⌊D/dmax − 2

N − 1

⌋
, (29)

gdzie D = ΠN
i=1di oraz dmax = max(d1, d2, , . . . , dN).

W pracy [H7] podałem warunek konieczny i wystarczający, aby ograniczenie (29) wykluczało
teoretycznie możliwe8 moce GUPB. W szczególności pokazałem, że w układach z dowolną liczbą
cząstek i równymi wymiarami lokalnymi warunek (29) zawsze w istotny sposób wyklucza pewne
liczebności baz i co za tym idzie — możliwość konstruowania GES-ów (w tym maksymalnych) z
oUPB. Wyniki dla tego przypadku zaprezentowane są w Tabeli 1.

N
d

3 4 5 6

3 [11, 12] [20, 23] [29, 36] [42, 53]

4 [29, 35] [68, 84] [129, 166] [222, 287]

5 [83, 100] [260, 319] [629, 780] [1302, 1619]

Tab. 1: Moce GUPB wykluczone przez ograniczenie (29) w przypadku układów z równymi wymia-
rami lokalnymi d. Początki przedziałów odpowiadają teoretycznie możliwym liczebnościom baz.

Wynik pracy [H7] ma co najmniej dwie ważne, natychmiastowe konsekwencje: (i) wyklucza
możliwość konstruowania stanów PPT GME o splątaniu związanym przy użyciu standardowej
konstrukcji znanej z [20] oraz (ii) pokazuje, że w wielu przypadkach zbiory wykazujące silną
nielokalność bez splątania [49] nie mogą być konstruowane z GUPB, które są naturalnym kandy-
datem dla tego zadania.

Warto zwrócić uwagę na fakt, że w dowodzie Twierdzenia 7 użyte zostały jedynie własności
zbiorów wektorów produktowych i nie zostały wykorzystane jawnie własności oUPB. Jest praw-
dopodobne, że wzięcie pod uwagę ich struktury pozwoli wykluczyć dalsze moce GUPB. Wydaje się
jednak, że w tym celu może być konieczne użycie bardziej wyspecjalizowanych narzędzi matema-
tycznych.

Splątanie GES-ów i stanów z nich konstruowanych [H4, H6]

Podczas gdy omówione wyżej prace dotyczą jakościowej analizy GES-ów, w pracach [H4]
i [H6] podjęliśmy się ich badania przy użyciu narzędzi ilościowych. W skrócie, w pracy [H4]
zaprezentowaliśmy kilka metod wyznaczania lub szacowania splątania GES-ów i stanów z nich

8 Ze znanych ograniczeń na moc dwucząstkowej oUPB wynika, że minimalna moc GUPB jestD/dmin+dmin, gdy
dmin i D/dmin są parzyste oraz D/dmin + dmin − 1 w pozostałych przypadkach.
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konstruowanych, natomiast w [H6] pokazaliśmy proste kryterium splątania podprzestrzeni i kon-
sekwencje z niego płynące.

W naszych badaniach użyliśmy miar, które z uwagi na ich interpretację jako odległości, określa-
ne są mianem geometrycznych. Dla stanów czystych definiowane są one ogólną formułą

E(|ψ⟩) = 1− max
|φ⟩∈S

|⟨φ|ψ⟩|2, (30)

gdzie S jest zbiorem wybranym zgodnie z celem jakiemu E ma służyć. Przykładem jest dwucząst-
kowa geometryczna miara splątania o rzędzie Schmidta co najmniej r (ang. r-bounded Schmidt
rank), Er, dla której S to zbiór stanów o rzędzie Schmidta co najwyżej r − 1. Bardzo istotna
dla nas będzie klasa geometrycznych miar k-produkowalności (ang. k-producibility), Eproducib

k , w
przypadku których S oznacza zbiór stanów (k − 1)-produkowalnych9 . Wśród nich znajdujemy
dwie miary o szczególnym znaczeniu: geometryczną miarę splątania (ang. geometric measure of
entanglement; GM) [50] oraz uogólnioną geometryczną miarę splątania (ang. generalized geomet-
ric measure of entanglement; GGM) [51], określone jako

EGM(|ψ⟩) = 1− max
|φprod⟩

|⟨φprod|ψ⟩|2, EGGM(|ψ⟩) = 1− max
|φbiprod⟩

|⟨φbiprod|ψ⟩|2, (31)

gdzie maksymalizacja odbywa się po stanach, odpowiednio, w pełni produktowych (1-produkowal-
nych) i dwuproduktowych [(N − 1)-produkowalnych]. Niezerowa GGM oznacza, że dany stan
czysty jest GME. Dla stanów mieszanych do zdefiniowania miar używamy standardowego roz-
szerzenia „convex roof", czyli E(G)GM(ϱ) = min{pi,|ψi⟩}

∑
i piE(G)GM(|ψi⟩), gdzie minimum jest

wyznaczane po wszystkich ansamblach stanu, tzn. ϱ =
∑

i pi|ψi⟩⟨ψi|.
Jako miarę splątania podprzestrzeni V przyjęliśmy splątanie jej najsłabiej splątanego wektora,

czyli minimalne splątanie podprzestrzeni10 (ang. minimal subspace entanglement) [52]

EE(V) = min
|ψ⟩∈V

E(|ψ⟩), (32)

gdzie E jest wybraną miarą splątania. W dalszej części będziemy tę wielkość krótko nazywać
splątaniem podprzestrzeni. Dla dowolnej podprzestrzeni V i stanów ϱ, których nośnik należy do
tej podprzestrzeni, supp(ϱ) ⊆ V , zachodzi11

E(G)GM(ϱ) ⩾ E(G)GM(V). (33)

Po tym krótkim przygotowaniu przejdźmy do opisu wyników prac [H4] i [H6].

9 Wielocząstkowy stan |ψ⟩A nazywamy k-produkowalnym, jeśli możemy go zapisać w postaci |ψ⟩A = |ϕ1⟩ ⊗
|ϕ2⟩ ⊗ · · · ⊗ |ϕM ⟩ z co najwyżej k-cząstkowymi stanami |ϕi⟩. O stanach, które są k-produkowalne, ale nie są (k− 1)-
produkowalne mówi się, że ich głębokość splątania (ang. entanglement depth) wynosi k.

10 Nie jest to oczywiście jedyny wybór i zamiast minimalnego splątania można także użyć średniego po całej pod-
przestrzeni. Z praktycznego punktu widzenia, użycie minimalnego splątania podprzestrzeni może być istotne np. w
przypadkach, gdy stany danej podprzestrzeni są zasobem i jesteśmy zainteresowani najniższą wydajnością danego
protokołu.

11 Ogólniej, relacja taka zachodzi dla dowolnej miary splątania, którą rozszerzamy na stany mieszane poprzez kon-
strukcję „convex roof”.
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Omówienie zaczniemy od [H4]. Pierwsza część wyników tej pracy dotyczy wyznaczania splą-
tania GES-ów przy użyciu (G)GM. Używając faktu [53], że

E(G)GM(V) = 1− max
|ψ(bi)prod⟩

⟨ψ(bi)prod|PV |ψ(bi)prod⟩, (34)

gdzie PV jest projektorem na podprzestrzeń V , zaproponowaliśmy w tym celu dwie metody oraz
pokazaliśmy, jak ograniczać od dołu splątanie podprzestrzeni przy użyciu programu półokreślonego
(ang. semidefinite program; SDP).

Pierwsza z metod obliczania splątania, nazwana w pracy metodą rzutowania na podukład,
polega na możliwości sprowadzenia zagadnienia do znajdowania największych wartości włas-
nych macierzy powstałych przez zrzutowanie projektora na podukład(y). W przypadku GGM
możemy bowiem zapisać: EGGM(V) = 1−maxS|S̄ λmax(VS), gdzie λmax jest największą wartoś-
cią własną VS := ⟨φS|PV |φS⟩ zmaksymalizowaną po wszystkich wyborach φS . Przypadek GM
wygląda zupełnie analogicznie — różnica polega na tym, że rzutujemy na wektory w pełni pro-
duktowe. Druga metoda to iteracja „see-saw”, w każdym kroku której lokalne wektory oprócz
jednego są ustalone, a optymalizacja odbywa się właśnie po tym jednym podukładzie. Metoda
także działa dla obu rozważanych miar. Oczekujemy, że w przypadku przestrzeni, których wek-
tory mają prostą strukturę, optymalizacje lub ich części można wykonać analitycznie. Użyteczność
metod zaprezentowaliśmy na nowo podanej klasie (d−1)N−1-wymiarowych GES-ów w przypadku
H = C

2 ⊗ (Cd)⊗(N−1) [por. (14)]; będziemy je dalej oznaczać Sθ2×dN−1 . Metodą rzutowania wyz-
naczyliśmy analitycznie ich GGM, pokazując jednocześnie, że są one równo splątane ze względu
na każde cięcie. Do obliczenia GM wykorzystaliśmy iterację „see-saw” w dwojaki sposób. Z jed-
nej strony, dwa pierwsze kroki iteracji zostały wykonane w analityczny sposób, co pozwoliło nam
podać górne ograniczenie na GM; z drugiej strony, znaleźliśmy wartość GM przy użyciu obliczeń
numerycznych (metoda jest bardzo prosta w implementacji i jest szybka). Porównanie pokazało,
że ograniczenie szybko staje się coraz ciaśniejsze przy wzrastającym d dla ustalonego N . W obu
przypadkach możliwość analitycznych obliczeń zawdzięczamy faktowi, że pojawiające się w nich
macierze są trójdiagonalne i w pewnych przypadkach znane są ogólne formuły na ich wartości
własne [54].

Dalej zauważyliśmy, że dzięki użyciu wektorów (dwu)produktowych w definicjach (G)GM
splątanie podprzestrzeni może być ograniczane od dołu przy użyciu SDP. Mamy zatem dla pod-
przestrzeni V następujące nierówności:

EGM(V) ⩾ min
ϱ⩾0

∀SϱTS⩾0

tr[P⊥
V ϱ] =: ESDPGM (V), EGGM(V) ⩾ min

S|S̄

min
ϱ⩾0
ϱTS⩾0

tr[P⊥
V ϱ]

 =: ESDPGGM(V),

(35)

gdzie TS oznacza częściową transpozycję po podukładzie S, natomiast P⊥
V jest projektorem na

dopełnienie ortogonalne V . Naturalnie, aby uzyskiwać ograniczenia można także stosować pośred-
nie relaksacje, w których stany ϱ pod śladem są k-symetrycznie PPT rozszerzalne (ang. k-symmetric
PPT extendible) [55]. Ponadto, można minimalizować po stanach, które pozostają dodatnie pod
działaniem dowolnego innego odwzorowania dodatniego, ale nie całkowicie dodatniego, nieko-
niecznie transpozycji; może to być na przykład odwzorowanie Breuera-Halla [56, 57]. Co więcej,
możemy zażądać, aby stany ϱ były dodatnie ze względu na zbiór odwzorowań, co dałoby lep-
sze przybliżenie zbioru wektorów (dwu)produktowych [58]. W każdym takim przypadku wciąż
mielibyśmy do czynienia z SDP, jednak wiązałoby się to z bardziej złożonymi obliczeniami.
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Ograniczenia (35) przetestowaliśmy na kilku GES-ach. W kilku przypadkach zaobserwowa-
liśmy, że odpowiadają one dokładnym wartościom splątania podprzestrzeni. Dzieje się tak np.
dla przestrzeni antysymetrycznej. Ciekawy w tym kontekście jest przypadek trzycząstkowego
GES-a Sπ/22×d2 . Stwierdzamy mianowicie, że w przedziale zbadanych wartości lokalnego wymia-
ru (3 ⩽ d ⩽ 8) zachodzi EGGM = ESDPGGM , natomiast EGM = ESDPGM zachodzi we wszystkich
przypadkach oprócz d = 3. Nie byliśmy w stanie wyjaśnić źródła tej odosobnionej rozbieżności i
wydaje się, że głębsza analiza tego przypadku może być pomocna w ustaleniu warunków zgodności
ograniczeń i wartości faktycznych splątania. Kończąc tę część prezentacji wyników, zauważmy, że
niezerowe ESDP(G)GM jest indykatorem splątania podprzestrzeni (w przypadku GGM splątania GME),
jednak zerowanie się ograniczenia wcale nie oznacza, że przestrzeń nie jest splątana. Oznacza
to jedynie, że istnieją stany mieszane zdefiniowane na badanej podprzestrzeni, które mają dodat-
nie transpozycje częściowe. Fakt ten może być bardzo użyteczny: jeśli bowiem zachodzi to dla
przestrzeni, o której wiemy skądinąd, że jest GES-em, to ESDPGM = 0 implikuje, że istnieją zdefinio-
wane na tej podprzestrzeni stany GME PPT, a zatem stany GME o splątaniu związanym.

W drugiej części pracy [H4] badaliśmy splątanie stanów postaci

ϱG(p) = (1− p)
PG

dG
+ p

1D

D
, (36)

gdzie G jest GES-em, PG oznacza projektor na G oraz dG = rank(PG). Skupiliśmy się na wyz-
naczaniu/ograniczaniu: (i) E(G)GM(ϱG(0)) oraz (ii) tolerancji ϱG(0) na domieszkowanie białym
szumem, p∗gme and p∗ent, tj. granicznych wartości p, poniżej których stan (36) jest z całą pewnoś-
cią, odpowiednio, GME lub splątany. Wielkości te są użyteczne: E(G)GM(ϱG(0)) jest górnym
ograniczeniem na splątanie G [p. (33)], natomiast prawdopodobieństwo krytyczne p∗ jest szczegól-
nie istotnym parametrem z doświadczalnego punktu widzenia. W tej części badań także użyliśmy
SDP (wykorzystując fakt, że (G)GM stanów mieszanych wyraża się przez wierność), a ponadto
metody mieszanin PPT (ang. PPT mixtures) [59], numerycznej implementacji algorytmu do oblicza-
nia12 GM [60] (zmodyfikowaliśmy go, tak aby możliwe było obliczanie GGM) oraz wykazanego
związku świadków splątania ze splątaniem podprzestrzeni (p. niżej). Trzy pierwsze z wymienio-
nych podejść zostały zaimplementowane numerycznie, natomiast ostatni związek jest analityczny.
Jednym z naszych celów było porównanie rezultatów uzyskanych w różnych metodach na kilku
trzycząstkowych GES-ach — wybraliśmy w tym celu Sπ/22×d2 oraz dwie podprzestrzenie z [H3].
Bardzo ogólnie rzecz ujmując, stwierdziliśmy zróżnicowaną użyteczność przyjętych narzędzi po-
między podprzestrzeniami; odsyłamy do pracy źródłowej, gdzie można znaleźć szczegółową anal-
izę uzyskanych wyników. W tym miejscu przywołamy jedynie uzyskany analityczny związek ze
świadkami splątania i jego konsekwencje.

W [H3] zwróciliśmy uwagę na fakt, że świadek splątania prawdziwie wielocząstkowego13 dla

12 Naturalnie algorytm w rzeczywistości daje przybliżenie dokładnej wartości, ściślej, jej ograniczenie od góry.
Ponadto jego implementacja wiązała się z pewnymi ograniczeniami, jednak korzystnie wypadające porównanie jego
działania na stanach o znanych miarach pozwalało nam przyjąć wartości uzyskane dzięki niemu za bardzo bliskie
faktycznym.

13 Świadkiem splątania prawdziwie wielocząstkowego dla stanu GME ϱ nazywamy operator dodatni W , taki że
tr(Wϱ) < 0 oraz tr(Wσbisep) ⩾ 0 dla każdego dwuseparowalnego stanu σbisep. Świadek splątania wykrywa zatem,
że dany stan jest GME.
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stanu ϱG(0) dany jest przez dobrze znaną formułę [61]

WG =
1

(1− ϵgme)D − dG

[
(1− ϵgme)1D − PG

]
, ϵgme ≡ min

|ψbiprod⟩
⟨ψbiprod|P⊥

G |ψbiprod⟩. (37)

W [H4] zauważyliśmy, że pociąga to za sobą ważną relację

ϵgme = EGGM(G), (38)

bezpośrednio wiążącą świadków splątania ze splątaniem podprzestrzeni. Rezultat ten może być
postrzegany jako uogólnienie tego typu obserwacji poczynionej dla stanów czystych w [50]. Dalej
stwierdzamy, że świadekWG w istocie wykrywa splątanie GME wszystkich stanów zdefiniowanych
na G, nie tylko ϱG(0) (stąd jego indeks). Możemy wykorzystać ten fakt do ograniczania krytycz-
nego prawdopodobieństwa. Otrzymujemy, że stany

γG(p) = (1− p)σG + p
1D

D
, supp(σG) ⊆ G, (39)

są na pewno GME w obszarze

p < p∗witn.
gme ≡ Dϵgme

D − dG
; (40)

w szczególności dotyczy to ϱG(0). W przypadku, gdy zainteresowani jesteśmy splątaniem w
ogólnym sensie, postępujemy analogicznie, z tą różnicą, że do konstrukcji świadka używamy
ϵent := EGM(G). Świadkowie dla danej podprzestrzeni G mają taką samą postać dla wszystkich
stanów, zatem nie mogą być użyci do porównywania ich splątania. Konsekwencją tego jest także
stała wartość oszacowań na prawdopodobieństwa krytyczne p∗, która jest niska w porównaniu z
wartościami uzyskanymi innymi metodami. Zaletą podejścia jest możliwość łatwego ich uzyska-
nia, a ponadto nawet te zaniżone wartości mogą być bardzo użyteczne w warunkach eksperymentu.
Nadmieńmy, że obliczenia przy użyciu algorytmu numerycznego14 pokazały, że p∗gme < p∗ent i
różnica między tymi wielkościami jest znacząca. Jest to wynik raczej oczekiwany i prawdopodob-
nie typowy. Ciekawe byłoby zatem znalezienie podprzestrzeni, dla których te wartości są sobie
równe.

Określenie, czy dana podprzestrzeń wielocząstkowej przestrzeni Hilberta jest splątana jest w
ogólności zadaniem bardzo trudnym (zob. [62]) i problem ten jest przedmiotem aktualnych badań
[63] (zob. także [37]). W pracy [H6] wprowadziliśmy prosty warunek wystarczający pozwala-
jący to stwierdzić. Głównym elementem konstrukcji z [H6] było ograniczenie na minimalne splą-
tanie podprzestrzeni wyrażone przez splątanie wektorów rozpinających tę podprzestrzeń. Wprowa-
dzone kryterium jest ogólne i znajduje zastosowanie zarówno w przypadku CES-ów, jak i GES-
ów. Metoda ma pewne ograniczenia w zakresie jej stosowalności, dotyczące wymiarów lokalnych
oraz maksymalnego możliwego wymiaru wykrywalnej podprzestrzeni, jednak jej niewątpliwą za-
letą jest prostota sformułowania. Konsekwencją naszego wyniku jest proste kryterium splątania
stanów mieszanych. Dodatkowym wartościowym wynikiem pracy jest ogólny wzór na GGM d-
poziomowych stanów Dickego. Dotychczasowy wynik literaturowy dotyczył tylko stanów kubito-
wych [64, 65].

14 Warto wspomnieć, że obliczenia numeryczne bardzo szybko zbiegały dla Sθ
2×d2 , która ma stosunkowo prostą

strukturę. Dzięki temu mogliśmy zbadać szerszy zakres d niż w przypadku pozostałych podprzestrzeni.
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W omawianej pracy pokazaliśmy, że splątaniem-wymiarowej podprzestrzeni V ⊂ HdN rozpina-
nej przez wzajemnie ortogonalne wektory |ϕi⟩ jest ograniczone w następujący sposób:

EE(V) ⩾
m∑
i=1

E(|ϕi⟩)− (m− 1), (41)

gdzie E jest jakąkolwiek miarą geometryczną (30). Ograniczenie to pozwala nam sformułować
użyteczne kryterium splątania podprzestrzeni.

Twierdzenie 8.
(i) Dana jest m-wymiarowa dwucząstkowa podprzestrzeń V ⊂ Hd2 . Jeśli istnieje baza ortonor-
malna {|ϕi⟩}mi=1 dla V taka, że

∑m
i=1Er(|ϕi⟩) − (m − 1) > 0, gdzie r ⩾ 2, to V jest CES-em

zawierającym tylko wektory o rzędzie Schmidta co najmniej r.
(ii) Dana jest m-wymiarowa N -cząstkowa podprzestrzeń V ⊂ HdN . Jeśli istnieje baza ortonor-
malna {|ϕi⟩}mi=1 dla V taka, że

m∑
i=1

Eproducib
k (|ϕi⟩)− (m− 1) > 0, (42)

gdzie k ⩾ 2, wtedy V jest CES-em. Ponadto, jeśli (42) zachodzi dla k = N , wtedy V jest GES-em.

Choć wynik sformułowaliśmy dla równych wymiarów lokalnych, to jest on prawdziwy także w
ogólnym przypadku. Zauważmy, że kryterium dotyczy dowolnej bazy i w niektórych przypadkach
korzystne może okazać się sprawdzenie warunku dla różnych baz. W pracy podajemy elementarny
przykład, kiedy taka optymalizacja pomaga wykryć splątanie podprzestrzeni. Z drugiej strony,
jeśli miara splątania nie jest dostępna dla stanów bazowych, to możemy użyć dowolnych dolnych
ograniczeń na splątanie tych wektorów, co poskutkuje jednak w ogólności gorszą wykrywalnością
danej podprzestrzeni kosztem prostoty obliczeń.

Kryterium splątania podprzestrzeni prowadzi wprost do kryterium splątania stanów.

Fakt 9.
Dany jest stan ϱ =

∑k
i=1 pi|ψi⟩⟨ψi| z ortogonalnymi |ψi⟩ ∈ HdN . Jeśli

∑k
i=1 E(|ψi⟩) − (k −

1) > 0, gdzie E jest miarą geometryczną postaci (30), która nie znika na stanach splątanych (tzn.
jest zerowa tylko na stanach w pełni produktowych), to stan ϱ jest splątany. Ponadto, jeśli E w
powyższym warunku jest miarą geometryczną splątania GME, to stan ϱ jest GME.

Omówimy teraz wybrane zastosowania Twierdzenia 8. W obliczeniach skupiliśmy się na jednej
(naturalnej) bazie dla każdego z rozważanych przypadków.

W schemacie dwucząstkowym z d ⩾ 3 (przypadek kubitowy jest trywialny — wiadomo, że
dowolna dwuwymiarowa podprzestrzeń zawiera stan produktowy), kryterium pozwala stwierdzić,
że jeśli k < d/(r − 1), to dowolne k wektorów ze zbioru |ψm⟩ = (1/

√
d)

∑d−1
n=0 e

2πinm/d|nn⟩,
m = 0, . . . , d − 1, rozpina CES-a, którego wszystkie wektory są rzędu Schmidta co najmniej r;
w przypadku r = 2 otrzymujemy warunek na wymiar wykrywanego CES-a: k < d. Z drugiej
strony wiadomo, że d-wymiarowa podprzestrzeń rozpinana przez te stany zawiera stan produk-
towy, a zatem kryterium jest w tym przypadku optymalne. Warto wspomnieć, że nasze kryterium
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ma pewną przewagę15 nad kryterium sformułowanym w [52] przy użyciu rzędów Schmidta wek-
torów bazowych: nie jest ono ograniczone wymiarami lokalnymi i jest stosowalne dla dowolnych
ich wartości, podczas gdy kryterium z [52] wymaga d ⩾ 2k, a ponadto możemy je stosować do
wektorów bazowych o dowolnych wartościach rzędu Schmidta.

W przypadku wielocząstkowym skupiliśmy się głównie na podprzestrzeniach o dużym znacze-
niu teoretycznym. W szczególności, przeanalizowaliśmy przy użyciu (G)GM podprzestrzenie
podprzestrzeni symetrycznej rozpinane przez stany Dickego oraz podprzestrzeń antysymetryczną.
Przybliżymy wyniki uzyskane dla tych pierwszych, dla których sprawdziliśmy, kiedy wedle nasze-
go kryterium są one na pewno CES-ami w przypadku kubitowym oraz GES-ami w przypadku
kuditowym.

Rys. 5: Wymiary podprzestrzeni rozpinanych przez d-poziomowe stany Dickego identyfikowane
przez kryterium z pracy [H6] jako GES-y.

Przypomnijmy, że stany Dickego, |Dd
N,⃗k

⟩, to zsymetryzowane wersje stanów czystych, w któ-

rych ki cząstek,
∑d−1

i=0 ki = N , znajduje się w stanie |i⟩, tj.

|Dd
N,⃗k

⟩ =

√
Πd−1
i=0 ki!

N !

∑
p

σp
(
|0⟩⊗k0|1⟩⊗k1 · · · |d− 1⟩⊗kd−1

)
, (43)

gdzie sumowanie jest po różnych permutacjach. W przypadku kubitów N -cząstkowe stany Dick-
ego mają postać |D2

N,k⟩ =
(
N
k

)−1/2∑
p σp

(
|0⟩⊗(N−k)|1⟩⊗k

)
. Są one w pełni produktowe tylko

dla k = 0, N ; w pozostałych przypadkach są splątane i ich GM zostało znalezione w [66]. Naj-
bardziej splątane są stany dla k =N/2 (parzyste N ) lub k = (N ± 1)/2 (nieparzyste N ), a splą-
tanie pozostałych stanów maleje wraz z k oddalającym się od tych wartości. Zbadaliśmy, jak dużo
stanów wokół tej centralnej wartości możemy użyć do utworzenia przestrzeni, która zostanie ziden-
tyfikowana przez nasze kryterium jako całkowicie splątana. Pokazaliśmy, że dla dużych N wymiar
wykrywanego CES-a jest rzędu

√
N (wobec znanego ścisłegoN−1). Do wyznaczenia dokładnego

zachowania ograniczenia dla dowolnych N konieczne było użycie programu komputerowego.
15 Zaznaczmy, że nie oznacza to, że jest od niego silniejsze — istnieją podprzestrzenie, których splątanie jest wykry-

wane przez kryterium z [52], ale nie przez nasze kryterium.
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Zbadanie, jak duże podprzestrzenie kryterium może identyfikować jako GES-y w przypadku
kuditowym (kryterium jest stosowalne do przypadków d ⩾ 3), wymagało od nas znalezienia GGM
kuditowych stanów Dickego, które wcześniej znane było tylko dla kubitów. Pokazaliśmy, że

EGGM

(
|Dd

N,⃗k
⟩
)
= min

n,π⃗

[
1−

(
N

n

)−1(
k0
π0

)(
k1
π1

)
· · ·

(
kd−1

πd−1

)]
, (44)

gdzie πi ⩽ ki oraz
∑

i πi = n. Ponownie rozważyliśmy najbardziej splątane stany rodziny. Wobec
niemożności analitycznego wyznaczenia GGM (44), posłużyliśmy się w tym celu bezpośrednim
przeszukaniem po zbiorze wszystkich stanów. Wyniki przedstawione zostały na Rysunku 5.

IV.2.2 Relacja między splątaniem i nielokalnymi korelacjami w układach wielocząstkowych
[H1,H2]

Innym istotnym nurtem badań nad splątaniem jest analiza korelacji, jakie możliwe są do uzyska-
nia przy pomiarach na stanach kwantowych. Szczególnie istotne są te otrzymywane w eksperymen-
tach bellowskich. W oczywisty sposób każdy stan nielokalny musi być splątany. Zachodzi jednak
nietrywialne pytanie o odwrotną implikację: czy każdy stan splątany jest nielokalny? Pytanie
to ważne jest oczywiście z fundamentalnego punktu widzenia. Ma ono jednak także praktyczne
znaczenie, bowiem dotyczy relacji między zasobami w różnych paradygmatach przetwarzania in-
formacji — standardowym, tj. opartym na stanach splątanych oraz niezależnym od urządzeń (ang.
device-independent), który oparty jest na nielokalności.

Przesłanką ku twierdzącej odpowiedzi na pytanie postawione w poprzednim paragrafie mógłby
być fakt, że wszystkie czyste stany splątane faktycznie są nielokalne [67, 68]. Okazuje się jed-
nak, że w przypadku stanów mieszanych ta relacja jest bardziej złożona i istnieją lokalne stany
splątane. W 1989 roku Werner zaprezentował sparametryzowaną klasę dwucząstkowych stanów
mieszanych, dziś nazywanych stanami Wernera, które są w pewnym przedziale parametru splątane i
lokalne ze względu na pomiary rzutowe [69]. Jego model został później rozszerzony przez Barretta
na pomiary uogólnione [70]. W późniejszym okresie nierównoważność splatania i nielokalności
bellowskiej w przypadku dwucząstkowym była w literaturze wielokrotnie ilustrowana (zob. [71]).

Poza jednostkowym wynikiem pokazującym lokalność trzycząstkowych stanów [72], przy-
padek wielocząstkowy pozostał przy tym niezbadany. Podkreślić należy, że bardzo ważne jest, aby
pytanie o nierównoważność zasobów w schemacie wielocząstkowym zadać w poprawny sposób.
Z łatwością można bowiem skonstruować N -cząstkowe stany splątane, które są lokalne — wystar-
czy w tym celu rozważyć iloczyn tensorowy lokalnego splątanego stanu Wernera oraz (N−2)-
cząstkowego stanu w pełni separowalnego. Jest to jednakże nic innego jak manifestacja nierówno-
ważności splątania i nielokalności w układach dwucząstkowych trywialnie osadzona w scenariu-
szu wielocząstkowym. Właściwe pytanie dotyczące relacji splątania i nielokalności typu Bella
brzmi zatem: czy dla dowolnej liczby cząstek N istnieją stany prawdziwie wielocząstkowo splą-
tane (GME), które nie są prawdziwie wielocząstkowo nielokalne (GMNL)?

Powyższe pytanie stało się motywacją pracy [H1], której wyniki rozwijaliśmy w [H2]. W
szczególności, postawiliśmy sobie za cel udowodnienie nierównoważności splątania i nielokalności
typu Bella w ogólnym scenariuszu wielocząstkowym. Oczekiwaliśmy, że będzie w tym celu
koniecznie rozwinięcie nowego kryterium splątania.
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Nierównoważność splątania i nielokalnych korelacji w układach wielocząstkowych [H1,H2]

W pracach [H1] i [H2] zajęliśmy się problemem relacji między splątaniem i nielokalnością
typu Bella oraz sterowalnością w układach wielocząstkowych. W szczególności, w [H1] pokaza-
liśmy, że splątanie i nielokalność bellowska nie są równoważne dla dowolnej liczby cząstek. Osiąg-
nęliśmy to poprzez konstrukcję stanów GME, dla których istnieje bilokalny model. W pracy [H2]
rozwinęliśmy metody pracy [H1], przedstawiając ogólniejsze kryterium splątania GME i podając
więcej przykładów nierównoważności. Pokazaliśmy w niej szczegółowo także nierównoważność
splątania i sterowalności, która była jedynie zasygnalizowana w [H1].

. .
 .

. .
 .

Rys. 6: Schematyczne przedstawienie konstrukcji z pracy [H1]. Wyjściowy stan ρAB jest splątany
i lokalny. Odpowiednio dobrane transformacje (kanały) ΛA→S i ΛB→S̄ z S = A1 . . . AL i S̄ =
AL+1 . . . AN przekształcają ten stan wN -cząstkowy stan σA, który jest GME i jednocześnie lokalny
ze względu na cięcie S|S̄ (zielona przerywana linia), tzn. bilokalny.

Zaprezentujemy w tym miejscu bliżej konstrukcję z pracy [H1], którą schematycznie przed-
stawia Rysunek 6. Punktem wyjścia jest dwucząstkowy stan splątany ρAB ∈ D(Cd ⊗ C

d), na
który działamy lokalnymi kanałami ΛA→S=A1...AL

: D(Cd) → D((Cd)⊗L) oraz ΛB→S̄=AL+1...AN
:

D(Cd) → D((Cd)⊗N−L), rozszerzającymi jednocząstkowe podukłady na wiele cząstek, otrzymu-
jąc w ten sposób N -cząstkowy stan

σA = (ΛA→S ⊗ ΛB→S̄)(ρAB). (45)

Dowodzimy, że jeśli ρAB jest lokalny, to rozszerzony stan σA jest lokalny ze względu na cięcie
S|S̄, tzn. jest bilokalny, a zatem nie jest GMNL. Stwierdzenie to jest uogólnieniem dwucząstkowej
obserwacji z pracy [70]. Kluczowy jest teraz fakt, że kanały można dobrać tak, aby σA był GME dla
dowolnego N . Aby to pokazać, rozwinęliśmy kryterium prawdziwie wielocząstkowego splątania.

Twierdzenie 10.
Jeśli stan ϱA nie jest separowalny ze względu na cięcie S|S̄, ϱA ̸=

∑
i piϱ

i
S ⊗ ϱi

S̄
, oraz jego po-

dukłady S oraz S̄ są symetryczne, (P S
Symm ⊗ P S̄

Symm)ϱA(P
S
Symm ⊗ P S̄

Symm) = ϱA, to jest on GME.

Z powyższego kryterium wynika, że jeśli w (45) obierzemy odwracalne kanały ΛA→S :D(Cd)→
D(Symm((Cd)⊗L)) oraz ΛB→S̄ : D(Cd) → D(Symm((Cd)⊗N−L)), to stan σA będzie GME.
Wymagane własności mają kanały izometryczne Λ(·) = V (·)V † z izometrią V , której działanie
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określone jest przez relację V |i⟩ = |i⟩⊗M dla dowolnego |i⟩ ∈ C
d i z odpowiednim M . Jeśli za-

tem przyjmiemy, że wyjściowy stan ρAB jest splątany i lokalny, to rozszerzony stan σA jest GME,
ale nie jest GMNL, co dowodzi nierównoważności wielocząstkowego splątania i nielokalności bel-
lowskiej. Konstrukcja w prosty sposób uogólnia się na przypadek, gdy wyjściowy stan jest GME i
ma w pełni lokalny model. Pozwala ona zK-cząstkowych stanów budowaćN -cząstkowe (N > K)
K-lokalne stany GME.

Udowodniona nierównoważność zachodzi dla GMNL w sensie definicji podanej w [30], którą
przywołaliśmy we wstępie (rozdział IV.1.4). Pokazano jednak, że definicja ta nie jest operacyjnie
spójna, jeśli nie przyjmiemy w niej dodatkowych założeń [73, 74]. Aby tę spójność zapewnić,
należy nałożyć pewne warunki na funkcje odpowiedzi pX(aX |MX , λ) w (11), które w najsilniejszej
postaci wymagają, aby były one niesygnalizujące16. Bardzo ważną cechą naszej konstrukcji jest,
że jesteśmy to w stanie bez trudu uzyskać w jej ramach. Należy w tym celu jako stan wyjściowy
obrać stan (np. stan Wernera), którego jedna z funkcji odpowiedzi w modelu lokalnym jest „kwan-
towa”, tj. ma postać p(x|M, λ) = tr(Mx|λ⟩⟨λ|), gdzie λ traktowane jest jako klasyczny opis stanu
kwantowego |λ⟩⟨λ|. Rozszerzenie kanałem izometrycznym jak wyżej tej części stanu, na której to
zachodzi i pozostawienie nietkniętej drugiej części, prowadzi do stanu GME, który nie jest GMNL
w sensie [73, 74], dowodząc nierównoważności w ogólnym sensie operacyjnym.

Zaprezentowana konstrukcja może także służyć wykazaniu nierównoważności sterowalności i
splątania wielocząstkowego. Jeśli bowiem założymy, że początkowy stan splątany ρAB jest nies-
terowalny od A do B, to rozszerzony stan σA będzie na pewno niesterowalny od S do S̄. Jeśli przy
tym rozszerzenia dokonamy podobnie jak wyżej na części lokalnego stanu z kwantową funkcja
odpowiedzi, to uzyskamy nierównoważność w operacyjnym sensie prac [73, 74] także w przy-
padku sterowalności. Możliwość ta została wspomniana przez nas w [H1], natomiast szczegółowe
omówienie problemu znalazło się w [H2].

W pracy [H2] uogólniliśmy metodę konstrukcji stanów GME poprzez rozszerzenia, zauważa-
jąc, że przytoczone wyżej kryterium również działa, gdy podukłady będą zdefiniowane na GES-
ach17, lub nawet ogólniej część podukładów jest symetryczna, a część zdefiniowana jest na GES-
ach. Zwłaszcza w obliczu uniwersalnej konstrukcji GES-ów z pracy [H8], metoda dostarcza
bardzo użytecznego i ogólnego narzędzia konstrukcji stanów GME. W [H2] podaliśmy także kolej-
ne nietrywialne przykłady stanów ilustrujących nierównoważność wielocząstkowego splątania i
nielokalności. Stany budowane naszą metodą mają interesującą cechę niezależności własności
splątania od liczby cząstek w systemie: pod warunkiem splątania stanu wyjściowego, stan końcowy
jest GME dla każdegoN ; szczególnie istotne jest to dla stanów początkowych postaci pϱ+(1−p)σ.

Dwa lata po ukazaniu się w bazie arXiv pracy [H1] istnienie w pełni lokalnych stanów GME
udowodniono w [75] .

Nadmieńmy, że różne aspekty nierównoważności korelacji w przypadku dwuciałowym rozwa-
żaliśmy w pracy [A6], której najważniejsze wyniki omawiam w dalszej części dokumentu.

IV.3 Plany badawcze
Projekt dotyczący GES-ów w zaproponowanym przez nas kształcie wymaga odpowiedzi na co

najmniej jedno bardzo ważne pytanie: czy możliwe jest konstruowanie GES-ów z oUPB? W pracy

16 Rozkłady prawdopodobieństw warunkowych nazywamy niesygnalizującymi, jeśli rozkłady brzegowe odpowiada-
jące dowolnej grupie użytkowników nie zależą od wyboru pomiarów przez pozostałych uczestników.

17 Warto w tym miejscu nadmienić, że to właśnie ta obserwacja skłoniła nas do systematycznego badania GES-ów.
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[H7] uzyskałem częściowo negatywną odpowiedź i w przyszłości planuję kontynuować badania
nad tym problemem. Oczekuję, że niezależnie od uzyskanych rezultatów mogą przyczynić się one
do rozwoju nowych narzędzi analiz zarówno podprzestrzeni splątanych, jak i baz produktowych.

Planuję ponadto badania rozważanych podprzestrzeni z punktu widzenia nielokalnych korelacji,
np. konstrukcje podprzestrzeni GMNL, oraz ich praktycznych zastosowań w protokołach przetwa-
rzania informacji.

V Informacja o wykazywaniu się istotną aktywnością naukową
realizowaną w więcej niż jednej uczelni lub instytucji nauko-
wej, w szczególności zagranicznej

W latach 2012 – 2014 odbyłem staż podoktorski w ICFO – The Institute of Photonic Sciences
(Hiszpania). Z dwuletniego okresu jego trwania 16 miesięcy pracowałem w grupie Quantum Infor-
mation Theory prof. A. Acína, pozostałe 8 miesięcy — w grupie Quantum Optics Theory prof.
M. Lewensteina. W pierwszym z wymienionych wyżej okresów tematyka badawcza skupiona
była wokół (nie)lokalności stanów kwantowych i aspektów z tym związanych. Głównym nurtem
badawczym w drugim okresie, poza kontynuacją poprzednich badań, była dystrybucja splątania.
Bezpośrednim efektem publikacyjnym stażu są prace [A3-A6] (por. Wykaz osiągnięć naukowych)
oraz [H1]. Ponadto, późniejszą pracę [H2], będącą rozwinięciem [H1], należy także uznać za
powstałą w dużej mierze dzięki odbytemu stażowi.

W pozostałych okresach mojej działalności naukowej związany byłem z Politechniką Gdańską
(studia doktoranckie, zatrudnienie na Wydziale Fizyki Technicznej i Matematyki Stosowanej).

Poniżej przedstawiam krótkie omówienie głównych wyników prac spoza cyklu habilitacyjnego.
Prace zostały podzielone na opublikowane przed i po uzyskaniu stopnia doktora oraz pogrupowane
tematycznie.

V.1 Po uzyskaniu stopnia doktora
(Nie)lokalność typu Bella i (nie)sterowalność w układach kwantowych

W pracy [A6] udowodniliśmy, że splątanie, sterowalność w jedną stronę, sterowalność w obie
strony oraz nielokalność bellowska są prawdziwie nierównoważne, tzn. w schemacie z pomiarami
uogólnionymi. Osiągnęliśmy to, pokazując istnienie dwucząstkowych splątanych stanów (i) nies-
terowalnych, (ii) sterowalnych, ale lokalnych, (iii) sterowalnych w jedną stronę, ale nie sterowal-
nych w obie strony. W każdym z tych przypadków podaliśmy ogólną metodę konstrukcję takich
stanów. Wcześniejsze rezultaty literaturowe dotyczyły jedynie pomiarów rzutowych (np. [76]).
Ponadto, ukazaliśmy istnienie efektu ukrytej sterowalności (w analogii do ukrytej nielokalności
typu Bella [77, 78]), w którym stan początkowo niesterowalny staje się sterowalny po lokalnym
filtrowaniu.

W pracy [A4] zaprezentowaliśmy nowy rodzaj ciasnych relacji monogamii dla korelacji w te-
oriach niesygnalizujących, które są koncepcyjnie różne od znanych wcześniej z literatury, a do-
datkowo są od nich silniejsze (zob. [79]). Zamiast ograniczać obserwowaną nielokalność w grupie
uczestników przez nielokalności w innych grupach, wiążą one nielokalność z ilością informacji,
jaką zewnętrzny obserwator może uzyskać na temat jakiegokolwiek pomiaru wykonywanego przez
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pozostałych uczestników. Dzięki możliwości wprowadzenie przy użyciu naszych relacji (cias-
nych) górnych ograniczeń na tzw. prawdopodobieństwo odgadywania (ang. guessing probability),
które są znacząco silniejsze niż znane ówcześnie w literaturze, znajdują one istotne zastosowanie
w niezależnej od urządzeń kwantowej dystrybucji klucza oraz w protokole wzmacniania losowości
(ang. randomness amplification). W pierwszym przypadku dają one lepsze ograniczenia na wydaj-
ność generowanego klucza, w drugim — pozwalają na uogólnienie rezultatów [80], a także na
poprawienie w stosunku do [81] zakresu parametru ε źródła Santhy–Vaziraniego, dla którego
wzmacnianie działa.

Praca [A3] jest pracą przeglądową w specjalnym numerze J. Phys. A: Math. Theor. wydanym
z okazji 50-lecia twierdzenia Bella. Dokonaliśmy w niej przeglądu wszystkich lokalnych (w
sensie standardowego scenariusza bellowskiego) modeli dostępnych w literaturze. Z uwagi na
ówczesny stan wiedzy modele te dotyczyły, oprócz jednego przypadku wielociałowego wspomnia-
nego wcześniej w bieżącym dokumencie i jego dyskusji, schematu dwucząstkowego. Przywoła-
liśmy także główne rezultaty dotyczące relacji między nielokalnością i splątaniem w uogólnionych
scenariuszach bellowskich, takich jak: kolektywne pomiary na wielu kopiach danego stanu [82],
podejście sieciowe [83], czy wstępne przetwarzanie stanu przy użyciu lokalnych operacji i klasycz-
nej komunikacji [77].

[A6] M.T. Quintino, T.Vértesi, D.Cavalcanti, R.Augusiak, M.Demianowicz, A.Acín, N.Brunner

Inequivalence of entanglement, steering, and Bell nonlocality for general measurements

Physical Review A 92, 032107 (2015)

[A4] R. Augusiak, M. Demianowicz, M. Pawłowski, J. Tura, A. Acín

Elemental and tight monogamy relations in nonsignaling theories

Physical Review A 90, 052323 (2014)

[A3] R. Augusiak, M. Demianowicz, A. Acín

Local hidden-variable models for entangled quantum states

Journal of Physics A: Mathematical and Theoretical 47, 424002 (2014)

Dystrybucja splątania
Praca [A5] dotyczy zagadnienia dystrybucji splątania (zob. [84]), a jej główną motywacją był

zaskakujący efekt dystrybucji splątania przy użyciu stanów separowalnych [85]. Przedstawiliśmy
w niej szerokie teoretyczne podstawy do rozwoju protokołów dystrybucji. W szczególności, badal-
iśmy, czy proces jest bardziej efektywny, jeśli uczestnicy dysponują korelacjami ustanowionymi
przed etapem transmisji cząstek. Stwierdziliśmy, że w warunkach szumu odpowiedź jest silnie za-
leżna od modelu szumu i od przyjętego sposobu mierzenia splątania. Nasze wyniki sugerowały, że
w przypadku miar subaddytywnych optymalną strategią jest wysyłanie kanałem podukładu stanu
czystego, torując drogę do zunifikowanego podejścia do dystrybucji splątania.

[A5] A. Streltsov, R. Augusiak, M. Demianowicz, M. Lewenstein

Progress towards a unified approach to entanglement distribution

Physical Review A 92, 012335 (2015)
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Kwantowa korekcja błędów dla kanałów z wieloma nadawcami
W pracach [A1] i [A2] analizowaliśmy zagadnienie wiernej transmisji informacji kwantowej

kanałem z wieloma nadawcami i jednym odbiorcą (ang. multiple access channel; MAC). Pro-
jekt zainicjowany był obserwacją, że warunki korekcji błędów Knilla i Laflamme’a dla kanałów z
dwoma użytkownikami [86] w bezpośredni sposób przenoszą się na przypadek MAC.

W [A1] rozważałem zagadnienie komunikacji wolnej od dekoherencji (nie wymagającej nie-
trywialnej, tj. różnej od unitarnej, korekcji po stronie odbiorcy) przy użyciu MAC. Punktem wyjś-
cia był przypadek dwuwejściowego kanału dwu-unitarnego (ang. biunitary channel) z hermitowską
macierzą unitarną, dla którego udowodniłem, że konstrukcja kodów jest ściśle związana z rozkładal-
nością (ang. decomposability) przestrzeni macierzy o ograniczonym rzędzie (ang. space of matrices
of bounded rank) [87, 88], związanych z macierzami Schmidta odpowiadającymi szumowi. Dalej
pokazałem, jak rezultat może być stosowany do ogólnego modelu szumu i kanałów z dowolną
liczbą nadawców.

W pracy [A2], motywowani podejściem zaprezentowanym w [89], zaproponowaliśmy nowe
narzędzie użyteczne przy konstrukcji kodów dla MAC — produktowy numeryczny zakres wyższego
rzędu (ang. product higher rank numerical range). Pokazaliśmy jego podstawowe własności i
rozważyliśmy rozszerzenia. W zakresie zastosowań szczególny nacisk położyliśmy na konstrukcję
kodów o niezerowej entropii dla wyżej wspominanych kanałów dwu-unitarnych, dla których za-
prezentowaliśmy techniki ograniczania oraz analitycznego wyznaczania zakresu i znajdowania
kodu.

[A2] M. Demianowicz, P. Horodecki, K. Życzkowski

Multiaccess quantum communication and product higher rank numerical range

Quantum Information & Computation 13, 541 (2013)

[A1] M. Demianowicz

Decoherence-free communication over multiaccess quantum channels

Open Systems and Information Dynamics 20, 1350007 (2013)

V.2 Przed uzyskaniem stopnia doktora
Kanały kwantowe z wieloma użytkownikami

Prace [P2] oraz [P5] dotyczą zagadnienia transmisji informacji kwantowej przy użyciu kanałów
kwantowych w schemacie z wieloma nadawcami i odbiorcami. Uogólniliśmy w nich szereg rezul-
tatów dotyczących komunikacji między dwoma węzłami (zob. np. [90]). Pokazaliśmy m.in.
równoważność różnych definicji regionów pojemności (transmisja podprzestrzeni, transmisja splą-
tania, generacja splątania) [P2, P5], bezużyteczność jednokierunkowej komunikacji klasycznej „w
przód”, tj. od nadawców do odbiorców informacji kwantowej [P2], uogólnienie bardzo użytecznego
związku znanego z [91] między średnią wiernością (ang. average fidelity) i wiernością kanału (ang.
channel fidelity) oraz regularyzowaną charakteryzację regionu pojemności klasy wieloużytkowni-
kowych kanałów [P5].

[P5] M. Demianowicz, P. Horodecki

Aspects of multistation quantum information broadcasting

Physics Letters A 374, 2914 (2010)
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[P2] M. Demianowicz, P. Horodecki

Quantum channel capacities: Multiparty communication

Physical Review A 74, 042336 (2006) [errata: PRA 74, 059903 (2006)]

Splątanie — detekcja, miary splątania, destylacja
W pracy [P3] zaprezentowaliśmy ogólną metodę konstrukcji bezszumowych sieci kwantowych

do detekcji splątania w oparciu o liniowe odwzorowania zachowujące hermitowskość. Podejście
pozwala na wykrywanie splątania przy użyciu odwzorowania dodatniego bez konieczności rekons-
trukcji stanu i wprowadzania szumu do układu. Praca w znaczący sposób uogólniła wynik pracy
[92], dotyczący tylko jednego odwzorowania — transpozycji.

W [P4] udowodniliśmy, że separowalność nieznanego stanu dwukubitowego można jednoz-
nacznie określać przy użyciu jednego pomiaru uniwersalnej obserwabli na czterech kopiach danego
stanu. Z testem związany jest pseudo-monoton splątania π, zdefiniowany przy użyciu wyznacznika
częściowo transponowanej macierzy gęstości. Pokazaliśmy, że daje on ciasne ograniczenia na
zgodność (ang. concurrence) [93, 94] i ujemność (ang. negativity) [95].

W pracy [P6] pokazałem, że u podstaw konstrukcji π wprowadzonego w [P4] leży macierz
odwróconego spinu (ang. spin flipped matrix), której używa się do zdefiniowania zgodności C.
Zaprezentowałem także analityczny związek CAB, πAB oraz splotu τABC (ang. tangle) dla trzyku-
bitowych (ABC) stanów czystych, pozwalający sformułować relację monogamii w układach trzech
kubitów przy użyciu π oraz τ . Udowodniłem także prawo faktoryzacji dla π (por. [96]).

W pracy [P1] rozważaliśmy problem destylacji dwucząstkowego splątania w schemacie, gdy
uczestnicy dysponują tylko jedną kopią danego stanu. Pokazaliśmy w szczególności, że gdy dys-
ponują oni możliwością klasycznej komunikacji tylko w jedną stronę i stan początkowy nie jest
czysty, to istnieje wartość graniczna tzw. ułamka singletu F (ang. singlet fraction), jaki mogą oni
osiągnąć w protokole. Oznacza to, że aby uzyskać (probabilistycznie) dowolnie dobrą konkluzyw-
ną teleportację przy użyciu stanu mieszanego, konieczne jest przesłanie co najmniej jednego bitu
informacji zwrotnej. Udowodniliśmy także istnienie wartości progowej dla optymalnego F dla
stanów pełnego rzędu w przypadku destylacji z klasyczną komunikacją w dwie strony.

[P6] M. Demianowicz

Reexamination of determinant-based separability test for two qubits

Physical Review A 83, 034301 (2011)

[P4] R. Augusiak, M. Demianowicz, P. Horodecki

Universal observable detecting all two-qubit entanglement and determinant-based separa-
bility tests

Physical Review A 77, 030301(R) (2008)

[P3] P. Horodecki, R. Augusiak, M. Demianowicz

General construction of noiseless networks detecting entanglement with the help of linear
maps

Physical Review A 74, 052323 (2006)
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[P1] P. Horodecki, M. Demianowicz

Fidelity thresholds in single copy entanglement distillation

Physics Letters A 354, 40 (2006)

VI Informacja o osiągnięciach dydaktycznych, organizacyj-
nych oraz popularyzujących naukę

VI.1 Dydaktyka
VI.1.1 Prowadzone zajęcia

Jako pracownik Politechniki Gdańskiej prowadziłem zajęcia wszystkich typów (wykłady, ćwi-
czenia, seminaria, laboratoria). Były to zajęcia dla studentów studiów stacjonarnych (pierwszego
i drugiego stopnia) oraz zaocznych na Wydziale Fizyki Technicznej i Matematyki Stosowanej,
Wydziale Mechanicznym, Wydziale Elektroniki, Telekomunikacji i Informatyki, Wydziale Elek-
trotechniki i Automatyki, Wydziale Chemicznym oraz Wydziale Zarządzania i Ekonomii. Ponadto,
prowadziłem także zajęcia na Studium dla nauczycieli fizyki oraz kursy przygotowawcze z fizyki
i matematyki dla studentów pierwszego roku. Poniżej znajduje się szczegółowa lista zajęć aka-
demickich z zaznaczeniem ich typu:

• Elektrodynamika (wykład, ćwiczenia),

• Fale (wykład, ćwiczenia),

• Równania różniczkowe w fizyce i technice (wykład, ćwiczenia),

• Wstęp do teorii informacji (wykład, wykład obieralny),

• Teoria informacji II (wykład),

• Wstęp do metod numerycznych (wykład),

• Podstawy systemów operacyjnych i programowania (wykład),

• Mechanika klasyczna (ćwiczenia),

• Fizyka atomu i cząsteczki I i II (ćwiczenia),

• Równania różniczkowe i całkowe w fizyce i technice (ćwiczenia),

• Fizyka (ćwiczenia, laboratorium, także po angielsku),

• Metody fizyczne w biologii i medycynie (ćwiczenia),

• Matematyka (ćwiczenia),

• Wstęp do informatyki (laboratorium),

• Seminarium dyplomowe (seminarium),
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• Metody eksploracji danych (seminarium, semestr letni roku akademickiego 2022/23).

Ukończyłem kurs pedagogiczny dla nauczycieli organizowany przez Politechnikę Gdańską. Po-
siadam ponadto certyfikat kursu Projektowanie zajęć e-learningowych.

VI.1.2 Dyplomy

Byłem opiekunem 4 prac inżynierskich oraz recenzentem 9 prac inżynierskich i 2 prac magis-
terskich.

VI.2 Popularyzacja nauki
W latach 2010 – 2011 (łącznie 12 miesięcy, częściowo po uzyskaniu stopnia naukowego dok-

tora) pracowałem przy projekcie e-Doświadczenia w fizyce (http://e-doswiadczenia.mif.pg.gda.pl/)
jako ekspert naukowy. W ramach tego projektu brałem także udział w przygotowaniu i prowadze-
niu przykładowych lekcji dla nauczycieli z wykorzystaniem e-doświadczenia.

W 2010 roku przeprowadziłem dwa spotkania popularnonauke zatytułowane Fale dla uczniów
szkół podstawowych (wydarzenie jednodniowe). Każde spotkanie składało się z wykładu oraz
laboratorium (prezentacja eksperymentów z aktywnym udziałem uczniów).

VI.3 Działalność organizacyjna
W latach 2019 – 2020 przez rok byłem członkiem Rady Dziedziny Naukowej Nauki Ścisłe

(dyscyplina Nauki fizyczne, Politechnika Gdańska).

Literatura
[1] C. H. Bennett, S. J. Wiesner, Phys. Rev. Lett. 69, 2881 (1992).

[2] C. H. Bennett, G. Brassard, C. Crépeau, R. Jozsa, A. Peres, W. K. Wootters, Phys. Rev. Lett.
70, 1895 (1993).

[3] A. Ekert, Phys. Rev. Lett. 67, 661 (1991).

[4] J. S. Bell, Physics 1, 195 (1964).

[5] E. Schrödinger, Proc. Camb. Phil. Soc. 31, 555 (1935).

[6] H. M. Wiseman, S. J. Jones, A. C. Doherty, Phys. Rev. Lett. 98, 140402 (2007).

[7] A. Acín, N. Brunner, N. Gisin, S. Massar, S. Pironio, V. Scarani, Phys. Rev. Lett. 98, 230501
(2007).

[8] C. Branciard, E. G. Cavalcanti, S. P. Walborn, V. Scarani, H. M. Wiseman, Phys. Rev. A 85,
010301(R) (2012).

[9] W. Dür, G. Vidal, J. I. Cirac, Phys. Rev. A 62, 062314 (2000).

[10] F. Verstraete, J. Dehaene, B. De Moor, H. Verschelde, Phys. Rev. A 65, 052112 (2002).

35



[11] D. Bruß, C. Macchiavello, Phys. Rev. A 83, 052313 (2011).

[12] R. Raussendorf, H. J. Briegel, Phys. Rev. Lett. 86, 5188 (2001).

[13] G. Tóth, Phys. Rev. A 85, 022322 (2012).

[14] S. Das, S. Bäuml, M. Winczewski, K. Horodecki, Phys. Rev. X 11, 041016 (2021).

[15] F. Grasselli, G. Murta, H. Kampermann, D. Bruß, PRX Quantum 2, 010308 (2021).

[16] M. Seevinck, J. Uffink, Phys. Rev. A 65, 012107 (2001).

[17] O. Gühne, M. Seevinck, New J. Phys. 12, 053002 (2010).
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