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Teoria Morse’a dla hamiltonowskiego funkcjonatu

dzialania i klasy funkcjonaléw na przestrzeni Banacha

sktada sie z cyklu prac:

L. Asselle, M. Starostka, The Palais—Smale condition for the Ha-
miltonian action on a mized reqularity space of loops in cotangent
bundles and applications, Calculus of Variations and PDEs, 2020

L. Asselle, M. Starostka, Morse homology for the Hamiltonian ac-
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Nonlinear Differential Equations and Applications NoDEA. 2024

M. Starostka, Connected components of the space of proper gradient
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CP™ and the Conley index, Discrete and Continuous Dynamical
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L. Asselle, M. Starostka On the degenerate Arnold conjecture on
T?™ x CP™ , Topological Methods in Nonlinear Analysis, 2025

4.1 Omoéwienie osiggniecia habilitacyjnego

4.1.1 Zarys tematyki badawczej

Klasyczna teoria Morse’a zajmuje sie badaniem zmiany topologii przeciwobrazéow
f7Y((=00,a)) dla gtadkich funkcji f : M — R, gdzie M jest zamknieta (zwar-
ta i bez brzegu) rozmaitoscia. Teorie te mozna podsumowaé (patrz [B]) dwoma
twierdzeniami: Niech a i b beda warto$ciami regularnymi. Wowczas

1. jezeli przedzial [a,b] zawiera jedynie wartosci regularne to przeciwobrazy

Y (=o00,a)) i f7((—00,b)) sa dyfeomorficzne;

2. jezeli istnieje doktadnie jeden punkt krytyczny p o wartosci krytycznej f(p) €

(a,b) to f~1((—o0,b)) jest homotopijnie réwnowazne z f~1((—00,a)) U ey,
tj. f71((—o0,a)) z doklejona komérka wymiaru A,



gdzie )\, oznacza indeks Morse’a, tzn. ilo¢ ujemnych wartosci wlasnych (liczonych
z krotnoscia) hesjanu D?f(p). Powyzsze twierdzenia pozwalaja na uzyskanie nie-
rownosci Morse’a czyli nieréwnosci pomiedzy iloscia punktow krytycznych o danym
indeksie Morse’a, a liczbami Bettiego - rangami kohomologii danej rozmaitosci.
Stephen Smale zmienit sposéb patrzenia na teorie Morse’a poprzez pokazanie jej
zwigzkow z uktadami dynamicznymi. Rozpatrujac potok generowany przez —V f
mozemy otrzymacé kompleks tancuchowy, w ktorym generatorami sa punkty kry-
tyczne funkcji f, a operator brzegu jest zdefiniowany poprzez liczenie przecie¢
rozmaitosci stabilnych i niestabilnych pary punktéw krytycznych. Kompleks ten
wystepuje w literaturze pod wieloma nazwiskami: kompleks Morse’a, Smale’a, Wit-
tena. Kohomologie kompleksu sg izomorficzne z kohomologiami singularnymi wyj-
Sciowej rozmaitosci czego natychmiastows konsekwencja sa nieréwnosci Morse’a.
Teoria Morse’a okazuje sie by¢ przydatna w problemach wariacyjnych. Wowczas
funkcja jest zdefiniowana na nieskonczenie wymiarowej rozmaito$ci Banacha lub
Hilberta. W przypadku, gdy indeks Morse’a jest skoniczony mozna prébowaé¢ dowo-
dzi¢ istnienia punktow krytycznych przy pomocy klasycznego podejscia do teorii
Morse’a. W tym celu R. Palais i S. Smale’a wprowadzili abstrakcyjny warunek
zwarto$ci nazwany pozniej warunkiem Palais-Smale’a. W przypadku funkcjona-
tow silnie nieokreslonych, to jest takich, dla ktérych indeks i koindeks Morse’a sa
nieskonczone, nie mozna zastosowaé juz klasycznej teorii Morse’a. Spowodowane
to jest faktem, ze doklejenie nieskonczenie wymiarowej komorki nie zmienia topo-
logii. Okazuje sie jednak, ze w wielu przypadkach kompleks Morse’a-Smale’a jest
wciaz dobrze zdefiniowany.

Warto zaznaczy¢, ze z idei definiowania operatora brzegu przez zliczanie orbit ta-
czacych punkty krytyczne wyrosta teoria Floera. W teorii Floera funkcjonat nie
indukuje potoku, ale orbity taczace punkty krytyczne moga by¢ interpretowane
jako pewne obiekty geometryczne lub rownowaznie jako rozwigzania czastkowych
rownan rozniczkowych. Podejscie to okazalto sie niezwykle owocne w przypadkach,
w ktorych niemozliwe jest zdefiniowanie potoku posiadajacego odpowiednie wita-
snosci. Gdy dla danego funkcjonalu mozliwe jest zastosowanie zaré6wno
teorii Morse’a (potok jest dobrze zdefiniowany) i teorii Floer’a (brak
potoku), teoria Morse’a jest znacznie mniej skomplikowana z analitycz-
nego punktu widzenia. Wida¢ to wyraznie w przypadku funkcjonatu dziatania
dla uktadéw hamiltonowskich na 7% ([CZ], [Pub2]) czy CP™ ([Fo],[H5]). Klasa
funkcjonatow, dla ktérych kompleks Morse’a-Smale’a jest dobrze zdefiniowany po-
winna by¢ wiec w miare mozliwosci poszerzana sytuacji, gdy istnieje odpowiednia
teoria Floera obejmujaca dany funkcjonat.

W pracach [H1] i [H2] pokazujemy, ze dla problemu ukladéw hamilto-
nowskich na wigzkach kostycznych kompleks Morse’a-Smale’a jest do-
brze zdefiniowany. W szczegblnosci w [H1| pokazujemy, ze hamiltonowski funk-



cjonat dziatania rozpatrywany na odpowiedniej rozmaitosci Hilberta spetnia wa-
runek Palais-Smale’a. Jako konsekwencje podajemy uproszczony dowod wyniku
otrzymanego przez H. Hofera i C. Viterbo w [HV] dotyczacego hipotezy Weinste-
ina na wiazkach kostycznych.

Kontynuujac rozwazania rozpoczete w [H1|, w pracy [H2] pokazujemy, ze przy do-
branym przez nas podej$ciu analitycznym kompleks Morse’a-Smale’a jest dobrze
zdefiniowany. Praca zawiera rowniez abstrakcyjny wynik dotyczacy mozliwosci za-
burzen pél gradientowych w taki sposéb, zeby otrzymadé transwersalnosé przecie¢
rozmaito$ci stabilnych i niestabilnych. Ten abstrakcyjny wynik mozna traktowac
jako uzupetnienie do pracy [AMO05] A. Abbondandolo, P. Majer, A Morse complex
for infinite dimensional manifolds - Part I. Cze$¢ druga tej pracy nigdy nie po-
wstala w wersji do publikacji. Praca [H2] pokazuje réwniez pierwsze zastosowanie
abstrakcyjnej teorii przedstawionej przez A. Abbondandolo i P. Majera w [AMO5].

Dla wielu funkcjonatéw pochodzgcych z probleméw fizycznych naturalng dzie-
dzina jest przestrzen (badZ rozmaito$¢) Banacha, a nie Hilberta. Naturalne wyda-
je sie wiec pytanie, czy rowniez w tym przypadku mozemy zdefiniowaé¢ kompleks
Morse’a-Smale’a i zastosowa¢ go do problemu istnienia punktéw krytycznych -
rozwigzan réwnan rézniczkowych. Problemy pojawiaja sie juz na etapie definicji
niezdegenerowanego punktu krytycznego. Standardowa definicja dla funkcji okre-
slonej na przestrzeni przestrzeni Hilberta méwi, ze punkt x jest niezdegenerowanym
punktem krytycznym jezeli D f(z) = 01 D?f(z) jest izomorfizmem. Odwzorowanie
D?f(x) jest odwzorowaniem z przestrzeni X do przestrzeni dualnej X*.'W konse-
kwencji jezeli przestrzen Banacha nie jest izomorficzna z jej przestrzenig dualng to
nie istnieje funkcjonal posiadajacy niezdegenerowany punkt krytyczny
wedle standardowej definicji. Réwniez przestrzenie Banacha izomorficzne ze
swoja przestrzenig dualng nie dopuszczaja niezdegenerowanych punktow krytycz-
nych. Okazuje si¢ ([MP]), ze jezeli funkcjonal na przestrzeni Banacha (X, |-||,)
ma niezdegenerowany punkt krytyczny to istnieje réwnowazna norma ||-||, na X
taka, ze (X,|||,) jest przestrzenia Hilberta. W przypadku przestrzeni Banacha
definicja niezdegenerowanego punktu krytycznego musi wiec by¢ zmodyfikowana.
W literaturze istnieja rézne nieréwnowazne definicje niezdegenerowanego punktu
krytycznego w przestrzeni Banacha. W szczeg6lnosci, takie definicje zaproponowali
A. Abbondandolo [AMO04], S. Smale, A. J. Tromba [Tr] czy K. Uhlenbeck ([UhL]).
W pracy [CV] autorki rozpatrywaly funkcjonal, ktérego naturalna dziedzina jest
przestrzen Banacha Wol 2P (Q) i pokazaly, ze propozycja S. Smale’a, to jest zalo-
zenie, ze D?f(x) jest injekcja, jest wystarczajace do badania grup krytycznych.
W [H3] pokazujemy, ze dla tego typu funkcjonaléw mozna zdefiniowaé
nie tylko grupy krytyczne, ale réwniez kompleks Morse’a-Smale’a. Jako
wniosek otrzymujemy twierdzenie o istnieniu i krotnosci punktow krytycznych.



Definicja niezdegenerowanego punktu krytycznego nie jest jedynym problemem, z
ktorym sie stykamy, gdy chcemy zdefiniowa¢ kompleks Morse’a-Smale’a na prze-
strzeni Banacha. W przestrzeni Banacha nie mamy juz pojecia pola gradientowego.
Co prawda zawsze istnieje pole pseudogradientowe, ale konstrukcja tego pola gwa-
rantuje, ze pole jest gtadkie poza zbiorem punktéw krytycznych i jedynie ciagte w
punktach krytycznych. W wyniku tego nie mozna wprost zastosowaé twierdzenia
o rozmaitosci stabilnej. W [H3], przy odpowiednich zalozeniach, konstruujemy
pole pseudogradientowe, ktore jest gtadkie na calej przestrzeni VVO1 2P
Warto wspomnie¢, ze w [AMO05] autorzy podali abstrakcyjne warunki na przestrze-
ni Banacha na to, zeby kompleks Morse’a-Smale’a byt dobrze zdefiniowany. W [H3|
pokazalidmy, ze warunek zaproponowany przez S. Smale jest w tym przypadku wy-
starczajacy, aby osiagnaé¢ warunki z pracy [AMO05]. Podobnie jak w opisanym wyzej
przypadku hamiltonowskiego funkcjonatu dziatania jest to pierwsze zastosowanie
abstrakcyjnej teorii zdefiniowanej w [AMO05] przez A. Abbondandolo i P. Majera
w przestrzeniach Banacha.

Innym podejsciem do teorii Morse’a jest podejscie poprzez indeks Conleya.
Charles Conley w [Con| nazwal zdefiniowany przez siebie obiekt indeksem Morse’a
w przypadku zdegenerowanym. Co prawda indeks Conleya jest typem homoto-
pii, ponizej przez indeks Conleya bedziemy rozumieli kohomologiczny indeks Con-
leya, to znaczy kohomologie pary indeksowej. W przypadku, gdy obydwie teorie
sg dobrze zdefiniowane, czyli np. dla gradientowych potokéw na R™ spetniajacych
warunek Palais-Smale’a i warunki transwersalnosci, indeks Conleya i kohomologie
Morse’a sa izomorficzne. Wynik ten uogélnia sie przy dodatkowych zalozeniach
réwniez na przestrzenie Hilberta [Publ]. Nalezy podkresli¢, ze teorie te w wielu
przypadkach si¢ rozmijaja. Indeks Conleya jest zdefiniowany dla potokéw, ktore nie
muszg by¢ gradientowe. Mozna go definiowaé dla potokow na dowolnej przestrzeni
lokalnie zwartej, gdzie w ogdlnosci nie ma pojecia gradientu. Indeks Conleya nie
wymaga réowniez zatozen transwersalnosci. Nie oznacza to natomiast, ze indeks
Conleya jest ogélniejszy od kohomologii Morse’a. Nie ma na przyktad zadnego
uogolnienia indeksu Conleya na przypadek rozmaitosci Hilberta, gdy funkcjona-
ty sg silnie nieokreslone. Istnieje natomiast w tym przypadku abstrakcyjna teoria
Morse’a ([AMO05]), co zostalo wykorzystane w [H1] i [H2].

Gdy w danym problemie obydwie teorie sa dostepne, indeks Conleya jest zazwy-
czaj mniej wymagajacy technicznie. Praca [H4] po$wiecona jest warunkowi, przy
ktérym mozemy liczy¢ indeks Conleya w nieskorniczonosci.

Indeks Conleya przyporzadkowujemy otoczeniom izolujacym lub réwnowaznie izo-
lowanym zbiorom niezmienniczym. Domkniety i ograniczony zbior €2 jest otocze-
niem izolujacym dla potoku jezeli cze$¢ niezmiennicza inv €2 jest zawarta we wne-
trzu Int €. Czesto nieoczywistym problemem jest sprawdzenie, czy dany zbior jest



otoczeniem izolujacym. W pracy [H4] przedstawiony zostal abstrakcyjny warunek,
przy ktérym dostatecznie duza kula B C R™ jest otoczeniem izolujacym. Jako
konsekwencje podany zostal nastepujacy fakt:

Stwierdzenie 1. Istniejg dwa wlasciwe pola gradientowe na R™ (n > 1), ktore sq
homotopijne w klasie pol wiasciwych, a nie s¢g homotopigne w klasie pol wlasciwych
gradientowych.

Warto wspomnie¢, ze w [Pa] A. Parusinski otrzymal wynik méwiacy, ze dowol-

ne dwa pola gradientowe na kuli (nieznikajace na sferze) sa homotopijne w klasie
pol gradientowych wtedy i tylko wtedy gdy sa homotopijne - czyli wtedy i tylko
wtedy gdy maja ten sam stopien. Cho¢ klasy homotopii wtasciwych pol na R”
rowniez sa wyznaczone przez stopien, okazuje sie, ze juz klasy homotopii gradien-
towych sa czulsze.
Istotny jest fakt, ze metoda uzyta w pracy [H4] uogélnia sie do przypadku nie-
skonczenie wymiarowego, to jest dla pol pseudogradientowych na przestrzeniach
Banacha. W szczeg6lnosci, metoda ta zostata wykorzystana w pracach [H5], [H6]
jak i w pracach [Pub4], [Pub7].

W pracach [H5] i [H6] zastosowalismy indeks Conleya do otrzymania hipotezy
Arnolda na CP™ oraz, przy pewnych dodatkowych warunkach na Hamiltonian, na
T x CP™.

Jezeli H jest odpowiednio matym w normie C? Hamiltonianem zaleznym od czasu
na zamknietej rozmaitosci symplektycznej (M, w) to réwniania Hamiltona maja co
najmniej Crit(M) rozwiazan 1-periodycznych, gdzie

Crit(M) = mingecn #Crit(f)

oznacza minimalng ilo$¢ punktéw krytycznych, ktora gtadka funkcja na M musi
mieé. Ta obserwacja wraz z faktem, ze dla dowolnego Hamiltonianu na torusie 72 sa
co najmniej 3 rozwiazania 1 periodyczne, zainspirowala V. I. Arnolda do postawie-
nia w latach 60-tych hipotezy, ze Crit(M) stanowi dolne ograniczenie liczby orbit
1-periodycznych dla dowolnego Hamiltonianu na dowolnej zamknietej rozmaitosci
symplektycznej (poczatkowo hipoteza zostala sformutowana dla 2n-wymiarowego
torusa T°"). Hipoteza zostala udowodniona w pewnych szczegdlnych przypadkach:

e dla powierzchni przez Y. Eliashberg ([E]) i przez A. Floera ([F]),
e dla torusa 72" przez Ch. Conleya i E. Zehndera ([CZ)]),

e dla zespolonej przestrzeni rzutowej CP™ przez G. Fortune i A. Weinsteina

([Fol),

e dla rozmaitosci asferycznych przez J. Oprea’e i Yu. Rudyaka ([RO]).
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Pytanie o minimalng liczbe orbit 1-periodycznych jest jednak wcigz otwarte dla
duzej klasy rozmaitoéci. W szczegdlnosci, hipoteza jest otwarta dla 72" x CP™.
W 1990 roku Y.-G Oh (]|O]) udowodnil, ze istnieje w tym przypadku co najmniej
m+ 1 orbit 1-periodycznych. Uzyskany wynik jest daleki od tego co postulowat V.
I. Arnold. Opierajac sie na pracy [H5|, w pracy [H6] pokazaliémy, ze w przypadku
hamiltonianéw, ktoére sa Cl-mate, istnieje m + n + 1 orbit 1-periodycznych. Tym
samym spelniona jest teza hipotezy Arnolda.

4.2 Szczegdlowy opis wynikow
4.2.1 Wstep

Uklady hamiltonowskie na R?" - orbity periodyczne

Ponizsze podejscie analityczne do problemu szukania periodycznych rozwiazan
réwnan Hamiltona zostalo zaprezentowane przez Paula Rabinowitza [Rab].

Dla hamiltonianu H : R x R*™ — R funkcjonat dziatania Ay : C°°(S1, R?") — R
zdefiniowany jest wzorem

Aﬂ@—;é?ﬂmwﬁwm%ﬁ—éﬁﬂmm»w

Przestrzen Sobolewa H*(S!, R?") definiujemy jako uzupelnienie przestrzeni C>(S!, R?")
w iloczynie skalarnym

(T, y)s = (w0, y0) + 27 Z |k (2, yie)
kEZ

gdzie x = Z eF¥ Itz € R?™. Okazuje sie, ze naturalng dziedzing funkcjonatu
ke

Ap jest przestrzen H 3. Aby sie o tym przekonaé wprowadzmy oznaczenia (patrz

[HZ])

awzéﬁkdamamﬁ;uwzéﬁwJ@mt

Wéwezas
2 2
1

a(z) = HPJFJT

— HP’x

1
2

gdzie P¥o = ) e*™ g, Oznaczmy Ly = Via(z). Wtedy Ly : H® — H® jest
+keN

e nieograniczony dla s < %,
e ograniczonym operatorem Fredholma dla s = %,

e zwarty dla s > %



Gradient funkcji b jest z kolei (przy kwadratowych warunkach wzrostu H) ciagly w
H° = L%, Odwzorowania sprzezone j* do wlozen j, : H® — L? sa dla s > 0 zwar-
te co gwarantuje, ze gradient Vi b = jiVb jest zwarty. Dla s = % otrzymujemy
wiec, ze odwzorowanie F(x) = VAy(x) = Lx + K(x) jest zwartym zaburzeniem
odwzorowania Fredholma. W tym przypadku znanych jest wiele metod poszuki-
wania punktéw krytycznych (miedzy innymi stopiei Leray-Schaudera czy indeks
Conleya).

Uklady hamiltonowskie na rozmaitosci symplektycznej - problem z H 2
Mimo ogromnej popularnosci powyzszego podejscia analitycznego to ma ono row-
niez pewne ograniczenia. Problem pojawia si¢, gdy chcemy zdefiniowaé¢ przestrzen
H*(SY, M) gdzie M jest rozmaitoscia. Jedna z mozliwosci jest zanurzenie M w RY
dla N dostatecznie duzego i zdefiniowanie H*(S!, M) jako podzbiér takich petli
xz H5(SY,RY), ze z(t) € M dla kazdego t. Niestety tak zdefiniowany H*(S*, M)
ma naturalna strukture rozmaitosci Hilberta jedynie w przypadku gdy s > %
Wynika to z faktu, ze H*(S',RY) dla s > 1 zawiera wylagcznie funkcje ciagle,
natomiast w Hz (ST, RY) sg réwniez funkcje nieciagte. Jedna z mozliwosci obejscia
tego problemu zostata zaproponowana przez A. Floera. Polega ona na rozpatrywa-
niu L2-gradientu i interpretowaniu orbit taczacych punkty krytyczne jako krzywe
J-holomorficzne. Podejscie to stalo sie niesamowicie popularne i pozwolito mie-
dzy innymi na udowodnienie tzw. homologicznej hipotezy Arnolda (prace Floer,
Piunikhin-Salamon-Schwarz, Liu-Tian, Ruan, Fukaya-Ono).

Dla niektérych rozmaitosci da si¢ jednak korzysta¢ do pewnego stopnia z orygi-
nalnego podejécia Rabinowitza. Wowczas potok istnieje i mozna stosowaé metody
teorii Morse’a czy indeksu Conleya. Prace [H1|, [H5], [H6], [H2] traktuja o takich

przypadkach.

Hipoteza Arnolda i hipoteza Weinsteina
W latach 60-tych XX wieku V. I. Arnold postawil pytanie, ktére pozostato bez
petnej odpowiedzi do dzisiaj. Zostat on zainspirowany dwoma obserwacjami:

e dla dowolnego Hamiltonianu na torusie 72 istnieja co najmniej 3 rozwigzania
1-periodyczne,

e dla malego w normie C? Hamiltonianu na dowolnej zamknietej rozmaitodci
symplektycznej istnieje co najmniej Crit(M) rozwiazan 1-periodycznych,

gdzie Crit(M) = min jece #Crit(f). W pierwotnej wersji hipoteza Arnolda brzmia-
ta:

e dla dowolnego Hamiltonianu na 2n-wymiarowym torusie 72" istnieje co naj-
mniej 2n + 1(= Crit(7T?")) rozwiazan 1-periodycznych.
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Niedtugo pozniej zyskata juz uogélniong postac:

e dla dowolnej zamknigtej rozmaitosci symplektycznej ilosé rozwiazan 1-periodycznych
jest ograniczona z dotu przez Crit(M).

Hipoteza ta pozostaje wcigé otwarta dla takich rozmaitosci jak na przyktad 72" x
CP™ czy CP™ x CP™.

Warto zaznaczy¢, ze po przetomowych pracach Floera badania poszty w in-
nym kierunku. Pytanie zostato przeformutowane do pytania o minimalng liczbe
rozwigzan l-periodycznych przy zaltozeniu, ze wszystkie rozwigzania sa niezde-
generowane. Wowczas dolne ograniczenie jest réwne sumie liczb Bettiego danej
rozmaitosci.

Hipoteza Weinsteina zostata sformutowana w 1979 roku ([W]). Dotyczy ona
istnienia rozwiazan periodycznych (bez ustalonego okresu) na danych powierzch-
niach o stalej energii. Hipoteza ta w swojej petnej ogélnosci jest nadal otwarta. H.
Hofer i C. Viterbo udowodnili hipoteze Weisnteina dla pewnej szczegdlnej klasy po-
wierzchni w wiazkach kostycznych ([HV]). Co ciekawe, wersja dla 3-wymiarowych
rozmaitosci zostata udowodniona przez C. H. Taubesa ([Ta]) przy uzyciu teorii
Seiberga-Wittena.

W pracach [H5] zajmujemy sie hipoteza Arnolda na CP™ aby odzyska¢ znany
wynik ([Fo]) innymi metodami, to jest korzystajac z indeksu Conleya. Buduja na
technikach przedstawionych w [H5], w pracy [H6] dowodzimy nowy wynik doty-
czacy hipotezy Arnolda na T%" x CP™.

W pracy [H1] dzieki wprowadzonemu przez nas nowemu podejsciu analitycznemu
przedstawiamy skrocony dowdd wyniku podanego przez Hofera i Viterbo.

Indeks Conleya i struktura modutu

Indeks Conleya wprowadzony przez Charles Conleya ([Con]) poczatkowo nazywa-
ny byt przez niego zdegenerowanym indeksem Morse’a. Rzeczywiscie, indeks
Conleya mozna zdefiniowa¢ dla izolowanych punktéw krytycznych. W przypadku
gdy punkt krytyczny jest niezdegenerowany, indeks Conleya jest typem homotopii
sfery A\,-wymiarowej, gdzie )\, jest indeksem Morse’a punktu krytycznego p.
Chociaz indeks Conleya jest zdefiniowany w duzo wigkszej ogdlnosci tj. dla po-
tokoéw niegradientowych na lokalnie zwartej przestrzeni topologicznej, ograniczmy
si¢ na chwile do przypadku potoky gradientowego 1 na R™. Méwimy, ze domkniety
i ograniczony zbior € jest otoczeniem izolujacym jezeli

inv(£2,n) C int(2.



Zbior niezmienniczy S nazywamy izolowanym zbiorem niezmienniczym jezeli S =
inv () dla pewnego otoczenia izolujacego 2. Majac dane otoczenie izolujace mozemy
zdefiniowa¢ pare indeksowa jako pare domknietych zbioréw (N, L) (L C N C Q)
spetniajaca:

1. N\ L jest otoczeniem izolujacym, tzn. inv Q C intN \ L;

2. L jest dodatnio niezmienniczy wzgledem N, tzn. jezeliz € Lin(z,[0,t]) C N
to n(z, 0,1]) C L

3. L jest zbiorem wyjscia, tzn. jezeli z € N i n(z,t) ¢ N to istnieje t' € [0,¢]
takie, ze n(x,t') € L.

Indeks Conleya dla zbioru niezmienniczego S lub réwnowaznie dla otoczenia izolu-
jacego €2 jest typem homotopii przestrzeni ilorazowej z wyréznionym punk-
tem [N/L,[L]]. W zastosowaniach najczesciej wystarczy nieco stabszy niezmiennik,
czyli kohomologiczny indeks Conleya - kohomologie pary indeksowej H*(N, L).
Okazuje sie, ze indeks Conleya nie zalezy od wyboru pary indeksowej. Jako nie-
zmiennik topologiczny spetnia réwniez wlasnosci analogicznej do stopnia, tj. nie-
trywialno$é¢ i homotopijna niezmienniczo$é (nazywang w teorii indeksu Conleya
kontynuacja):

Nietrywialnos$¢: jezeli [N/L,[L]] # [pt, pt] to invQ # ()
Kontynuacja: Jezeli 7, s € [0, 1] jest ciagla rodzina potokéw taka, ze €2 jest otoczeniem

izolujacym dla 7, dla kazdego s € [0, 1], to indeksy Conleya dla ng i n; sa
rowne.

W szczegolnosei dla potokéw gradientowych nietrywialnos¢ indeksu Conleya indu-
kuje istnienie punktu krytycznego. Aby uzyska¢ wyniki dotyczace krotnosci punk-
tow krytycznych mozna skorzystaé ze struktury modutu dla indeksu Conleya. Dla
otoczenia izolujacego 2 i pary indeksowej (N, L) definiujemy ([DzGU]) relatywny
cup-length Y(€2, n) jako:

o 0jesli H*(N,L) =0
o 1jesli H*(N,L) # 0 ale
bUa=0
dla kazdego o € H*(N,L) i 8 € H>°(Q2)
o k> 2 jezeli istnieja o € H*(N, L) i fy,..., Bx_1 takie, ze
GrU... UGBk 1 Ua#0
i dla dowolnych o/ € H*(N, L)1 f1,..., 0
iU...UB Ud =0
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Aby uzasadni¢ dlaczego uzywamy relatywnego cup-lengthu, a nie cup-lengthu pary
indeksowej rozwazmy nastepujacy przyktad ([Pub7]). Na zespolonej przestrzeni
rzutowej CP™ rozwazmy gtadka funkcje f : CP™ — R i funkcje g : CP" x R — R
zdefiniowana wzorem

g(z,y) == f(z) + 4.

Wowezas indeks Conleya (maksymalnego ograniczonego zbioru niezmienniczego)
dla potoku generowanego przez Vg i —Vg jest typem homotopii CP" i zawieszenia
Y.CP", odpowiednio. Korzystajac z (nierelatywnego) cup-lengthu indeksu Conleya
uzyskalibysmy oszacowania na minimalng ilos¢ punktéw krytycznych przez n + 1
w przypadku Vg i 1 w przypadku —Vg. Innymi stowy, struktura mnozenia po
zawieszeniu jest zawsze trywialna. Tej przypadtosci nie ma relatywny cup-length -
zaréwno w pierwszym jak i w drugim przypadku relatywny cup-length jest rowny
(n+1).

Podobnie, jak w przypadku cup-lengthu na zamknietej rozmaitosci, mamy na-
stepujace twierdzenie ([DzGU, Tw 4.1]).

Twierdzenie 1. Niech Q) bedzie otoczeniem izolujgcym dla potoku gradientowego
generowanego przez V f. Wtedy relatywny cup-length ogranicza z dotu ilosé punk-
tow krytycznych funkcji f tj.

Crit(f) > T(Q).

Powyzsze twierdzenie stosujemy w pracach [H5] i [H6] do szacowania ilosci
1-okresowych rozwigzan réwnan Hamiltona.

Kompleks Morse’a-Smale’a
Niech M bedzie zamknieta rozmaitoscia. Moéwimy, ze funkcja f : M — R jest
funkcja Morse’a-Smale’a jezeli

e f jest funkcjg Morse’a, tj. wszystkie punkty krytyczne funkcji f sa niezde-
generowane;

e dla dowolnych punktéw krytycznych z,y € Crit(f) rozmaitosci stabilne i
niestabilne x i y przecinajg sie transwersalnie.

Uwaga 1. W zastosowaniach potrzebujemy zazwycza] stabszego warunku, tzn.
transwersalnego przeciecia rozmaitosci stabilnych i niestabilnych dla punktéow kry-
tycznych, ktérych réznica indekséw Morse’a jest niewieksza od pewnej ustalonej
liczby k. Przy podejsciu analitycznym zaprezentowanym w pracach [H1] i [H2] nie
mozna w ogblnosci poprzez zaburzenie otrzymaé¢ funkcji Morse’a-Smale’a, ale dla
dowolnego k£ mozna otrzymac funkcje, ktéra jest Morse’a-Smale’a do rzedu k.
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Generatorami w kompleksie Morse’a-Smale’a sa punkty krytyczne, a operator brze-
gu zdefiniowany jest poprzez zliczanie orbit taczacych punkty krytyczne o réznicy
indeksow Morse’a réwnej 1. Kohomologie kompleksu Morse’a-Smale’a sg izomor-
ficzne z kohomologiami singularnymi rozmaitosci M ([Sa]) i w szczegblnosei nie
zaleza od wyboru funkcji f. Inaczej jest w przypadku funkcji Morse’a-Smale’a
na R". Wéwcezas mozemy liczy¢ kohomologie dla izolowanych zbioréw niezmien-
niczych. Kohomologie te sa izomorficzne z kohomologiami indeksu Conleya dla
danego otoczenia izolujacego.

Zaréwno indeks Conleya jak i kohomologie Morse’a maja swoje nieskonczenie
wymiarowe uogoélnienia. Na przyktad dla funkcji na przestrzeni Hilberta, ktorej
gradient V f jest postaci L + K, gdzie L jest Fredholma, a K petnociagty, oby-
dwie teorie daja te same wyniki (izomorfizm na poziomie kohomologii, [Publ]). Sa
jednak przypadki, w ktérych tylko jedna (badZ zadna) z tych teorii nie jest dostep-
na. [ tak w pracy [H2| pokazujemy, ze kompleks Morse’a-Smale’a dla funkcjonatu
dziatania na pewnej wiagzce Hilberta jest dobrze zdefiniowany. Nie ma natomiast
zadnej abstrakcyjnej teorii indeksu Conleya, ktora by obejmowata funkcjonaty sil-
nie nieokreslone na rozmaitosciach Hilberta.

Warto zaznaczy¢, ze wspomniana struktura modutu i relatywny cup-length maja
swoje odpowiedniki w terminach kompleksu Morse’a-Smale’a i zostaly zdefiniowa-
ne w [Pub7].

4.3 Praca [H1]

Niech (W, w) bedzie rozmaitoscia symplektyczna i niech H : R x W — R bedzie
Hamiltonianem zaleznym od czasu. Dla $ciagalnej petli 2 : S — W, hamiltonow-
ski funkcjonal dziatanie jest w ogélnosci zdefiniowany wzorem

Au(z) = /Df*w—/sl H(t, x(t)) dt,

gdzie T : D — W jest takim odwzorowaniem z dysku, ze Z(s) = x(s) dla s €
St = 0D C D ("capping disc”). Funkcjonal dziatania jest dobrze zdefiniowany, to
znaczy nie zalezy od wyboru T, przy zatozeniu, ze rozmaitosé¢ jest symplektycznie
asferyczna, czyli my(W) - w = 0 ([KRT]). W szczegdlnosci funkcjonat ten jest do-
brze zdefiniowany gdy W jest przestrzeniag totalng wigzki kostycznej zamknietej
rozmaitosci, W = T*M. Zanurzajac M w odpowiednio duzym RY mozemy rozpa-
trywaé petle z H*(S*, RY), ktére przyjmuja wartosci w M. Gdy s > 1, przestrzen
H*(S', M) ma strukture rozmaitosci Hilberta. Dla ustalonej petli x € H*(St, M),
przestrzen przekrojow wigzki *T'M uzupelniamy w normie H'~*. Uzupelnienie
to jest zdefiniowane na przyktad poprzez wybér struktury riemannowskiej na M
i odpowiadajacej jej koneksji Levi-Civity, ale w ostatecznosci uzupelnienie jest
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niezalezne od tego wyboru. Zauwazmy, ze z powodu struktury liniowej przestrzeni
przekrojow wiazki nie musimy si¢ juz martwi¢ o to, aby petle byty ciagte i mozemy
uzupetnic¢ te przestrzen w dowolnej normie Sobolewa. W rezultacie otrzymujemy
wigzke Hilberta M'~* nad rozmaitoécia Hilberta H*(S', M), czyli zaréwno typowe
wlokno jak i przestrzen bazowa sg nieskonczenie wymiarowe. Gtowne twierdzenie
z pracy [H1] méwi, ze przy tak zdefiniowanym podejéciu analitycznym, funkcjo-
nal Ay ma dobre wlasnosci analityczne i w szczegolnosci spetnia warunek Palais-
Smale’a. Przypomnijmy, ze warunek Palais-Smale’a jest niezbedny do pokazania,
ze kompleks Morse’a-Smale’a definiuje kohomologie, w szczegdlnosci warunek (PS)
jest potrzebny aby pokaza¢, ze 9> = 0. Warunek (PS) jest réwniez kluczowy w teo-
rii punktow krytycznych, na przyktad w lemacie o deformacji czy twierdzeniu o
przeteczy gérskiej ([Rab]).

Twierdzenie 2 (H1). Niech M bedzie zamknigtq rozmaitoscig @ niech H : S' x
T*M — R bedzie gltadkim Hamiltonianem spetniajocym warunki wzrostu

1
H(t7Q7p) = §|p|3+ca

dla pewnej stalej ¢ € R 1 kazdego (q,p) € T*M \ K, gdzie K C T*M jest zbiorem
zwartym. Wowczas dla kazdego s € (%, 1), hamiltonowski funkcjonatl dziatania A :
M=% = R spelnia warunek Palais-Smale’a.

Uwaga 2. Warunek wzrostu w zatozeniach powyzszego twierdzenia nie jest zazwy-
czaj restrykeyjny. Gtéwnym zastosowaniem tej teorii jest badanie istnienia orbit
periodycznych na ustalonej zwartej powierzchni o stalej energii. Wéwczas intere-
suja nas jedynie wartosci Hamiltonianu na zbiorze zwartym.

Badanie funkcjonatu dziatania na wiagzce Hilberta, gdzie uzupehienie w kierun-
ku przestrzeni bazowej ma inna regularnos¢ niz uzupetienie w kierunku wtokna
pojawito sie juz w pracy Hofera i Viterbo ([HV]). Przy powyzszych oznaczeniach
rozwazali oni funkcjonat Ay na przestrzeni M° (tj. s = 1, uzupetienie w kierunku
M w normie H' i w normie L? w kierunku wtékna). W tym przypadku funkcjonat
nie spelnia warunku Palais-Smale’a. Rodzito to wiele komplikacji technicz-
nych i autorzy w [HV] musieli przybliza¢ funkcjonat Ay ciagiem funkcjonatéw
o lepszych wlasnosciach analitycznych. W dalszej czesci pracy [H1] odzyskujemy
twierdzenia Hofera-Viterbo. Nasze podejscie analityczne i fakt, ze przy tym po-
dejsciu spetniony jest warunek Palais-Smale’a pozwolity w wielu miejscach skrécié
dowody.

Niech H bedzie Hamiltonianym autonamicznym na 7% M, tzn. niezaleznym od

czasu. Wowczas, obwiazuje zasada zachowania energii, funkcja H jest stata na
rozwiazaniach. Zalézmy, ze powierzchnia stalej energii ¥ := H~!(k) jest zwarta,
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spojna i regularna czyli pole hamiltonowskie X nie znika na . Wéwczas dynami-
ka na 3 nie zalezy od Hamiltonianu - dla dwéch réznych Hamiltonianéw dajacych
tg samg powierzchnie statej energii ¥ odpowiednie potoki na ¥ réznig sie jedynie o
reparametryzacje czasu. Otrzymujemy wiec foliacje charakterystyczng na X, ktorej
li$¢mi sg niezparametryzowane trajektorie Hamiltona). W szczeg6lnosei, szukanie
orbit periodycznych o energii k jest rownowazne szukaniu zamknietych lisci foliacji
na ¥ = H (k). Oznaczmy przez Q,; przekrdj zerowy wiazki T*M — M.

Definicja 1. Méwimy, ze powierzchnia ¥ = H !(k) jest Qy-oddzielajaca jezeli
ograniczona sktadowa spdjnosci T*M \ ¥ zawiera Q.

W [H1] skrocilismy dowdd ponizszego twierdzenia:

Twierdzenie 3. Niech ¥ C T*M bedzie zwartg spojng Qyr-oddzielajgeq powiezich-
nig kontaktowg. Wtedy istnieje zamkniety lis¢ foliacyi charakterystycznej na .

4.4 Praca [H2]

Praca [H2| jest kontynuacja pracy [H1|. Korzystajac z przedstawionego w [H1]
podejscia analitycznego udowodnilismy w [H2] nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 4 ([H2]). Niech M bedzie zamknietq rozmaitosciq. Zalézmy, Ze Ha-
miltonian H : S* x T*M — R jest gladki i spetnia warunki wzrostu z Twierdzenia
2. Wowczas dla kazdego s € (%, %) kompleks Morse’a-Smale’a o wspotczynnikach w
Zso jest dobrze zdefiniowany. Co wiecej, kohomologie tego kompleksu nie zaleZg od
wyboru Hamiltonianu © sq izomorficzne z kohomologiami singularnymi przestrzeni

wolnych petli na M.

Pierwszym problem z jakim trzeba si¢ zmierzy¢ jest fakt, ze indeks (jak i koin-
deks) Morse’a jest nieskonczony, czyli problem jest silnie nieokreslony. W przypad-
ku ptaskiej przestrzeni Hilberta i gdy pole gradientowe jest zwartym zaburzeniem
operatora Fredholma V f(z) = Lz + K(x), problem ten mozna rozwiazaé¢ porow-
nujac relatywny wymiar przestrzeni odpowiadajacej ujemnej czesci spektrum z
ustalong podprzestrzenia. Mianowicie niech E} , E beda podprzestrzeniami wia-
snymi odpowiadajacymi ujemnej czesci spektrum operatora L i Hesjanu w punk-
cie krytycznym x. Mozemy wowczas zdefiniowaé¢ relatywny indeks Morse’a jako
dim(E, E, ) gdzie dim(V, W) zdefiniowany jest wzorem

dim(V, W) := dim(V n W) — dim(V+ nW).
Z postaci pola wektorowego wynika, ze wymiary dim(V N W) i dim(V+NW) sa

skonczone, tj. definicja jest poprawna. Relatywny indeks Morse’a zalezy od wybo-
ru L, ale juz roznica relatywnych indeksow dla dwéch punktéw krytycznych jest
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niezalezna od tego wyboru. Jesli réznica (relatywnych) indekséw Morse’a jest row-
na k to tak jak w klasycznej teorii Morse’a przecigcie odpowiednich rozmaitosci
stabilnej i niestabilnej jest generycznie rozmaitoscig wymiaru k.

W przypadku funkcjonatéw na rozmaitosci Hilberta problem ten jest juz znacz-
nie bardziej skomplikowany ([AMO04],]/AMO5]). Moze si¢ zdarzy¢, ze transwersalne
przeciecie rozmaitosci stabilnej i niestabilnej dla dwoch niezdegenerowanych punk-
tow krytycznych jest niespdjne, a rézne sktadowe spdjnosci sg roznego wymiaru.
Aby znalez¢ przypadki, w ktérych relatywny indeks Morse’a na rozmaitosci Hil-
berta jest dobrze zdefiniowany wprowadzone zostato przez Abbodandolo i Majera
pojecie (0)-podwiazki istotnej. Oznaczmy przez

Gr(H) :={V C H| V domknieta liniowa podprzestrzen }

Grassmannian przestrzeni Hilberta H. Powiemy, ze V' € Gr(H) jest zwartym za-
burzeniem W € Gr(H) jezeli operator P, — Py, gdzie Py i Py sa odpowiednimi
rzutami ortogonalnymi, jest zwarty. Wéwczas relatywny wymiar dim(V, W) jest
dobrze zdefiniowany. W Gr(H) wprowadzamy relacje

V i~y W=V jest zwartym zaburzeniem W i dim(V, W) =0

Woéwezas (0)-istotny Grasmannian definiujemy jako przestrzen ilorazowg Gr(H)/ ~.
Niech £ = TM — M bedzie wiazka styczng z typowym wloknem H, gdzie
H jest nieskonczenie wymiarowsa osrodkows przestrzeniag Hilberta. Z twierdzenia
Kuipera([K]) grupa GL(H) jest Sciagalna, a co za tym idzie wiazka E jest trywial-
na. Zdefiniujmy wiazki Grassmannianéw:

Gr(E) = |J Gr(E,) — M,
peEM

GT(O)(E) = U GT(O)(Ep) — M
pEM

Przekréj wiazki Gr(FE) jest podwiazka F.
Definicja 2. Przekroj wiazki Gro)(E) nazywamy (0)-istotng podwigzka.

Uwaga 3. Réwnowaznie moglibysmy definiowa¢ (0)-wiazki przy uzyciu lokalnych
trywializacji wiazki E i w rzeczywistosci w pracy korzystamy w sposob istotny z
obydwu definicji.

Powr6¢émy do problemu definiowania indeksu Morse’a dla niezdegenerowanych
punktéw krytycznych funkcjonatu dzialania na M=%, Tak jak w przypadku pla-
skiej przestrzeni Hilberta w przypadkach silnie nieokreslonych, indeks Morse’a li-
czymy jako relatywny wymiar ujemnej podprzestrzeni wlasnej Hesjanu w danym
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punkcie £ i pewnej ustalonej podprzestrzeni referencyjnej. Jako przestrzen refe-
rencyjna w danym punkcie bierzemy reprezentanta z (0)-istotnej podwiazki. Aby
mozna bylo policzy¢ relatywny wymiar, dla kazdego punktu x przestrzen E, musi
by¢ zwartym zaburzeniem reprezentantow z wltékna (0)-istotnej wiazki. Warunek
dim(V, W) = 0 dla dowolnych dwéch reprezentantéw gwarantuje, ze relatywny
indeks Morse’a jest dobrze okreglony. W pracy [H2] konstruujemy referencyjna
(0)-istotng podwiazke tak, aby spelione byly powyzsze warunki.

Uwaga 4. Naturalne wydaje sie pytanie czy rzeczywiscie trzeba w tym przypad-
ku korzystac z (0)-istotnych wiazek, a nie z prawdziwych podwiazek wektorowych.
Réwnowaznie, czy skonstruowana przez nas (0)-istotna podwiazka podnosi sie do
prawdziwej podwiazki. Grassmannian Gr(H) jest przestrzenia $ciagalna, wiec prze-
kroj € : M — Gr)(H) podnosi si¢ do przekroju £ : M — Gr(H) wtedy i tylko
wtedy gdy € jest zerowo-homotopijne. Abbondandolo i Majer pokazali w [AMO09],
ze T;(Gr)(H)) ~ m_1(BO(00)). Z periodycznosci Botta, & jest zero-homotopijne
wtedy i tylko wtedy gdy odwzorowania

Eo (M) — m(Gr)(H))
sg trywialne dla 7 = 1,2,3,5 mod 8.

W pracy [H2] rozwazamy réwniez abstrakcyjne problemy otrzymywania trans-
wersalnosci poprzez generyczne zaburzenia pola wektorowego na rozmaitosci Hil-
berta i problem funktorialnosci kohomologii Morse’a. Abbondandolo i Majer w
pracy "A Morse complex for infinite dimensional manifolds—part 17 ([AMO5])
pokazali abstrakcyjne warunki dla silnie nieokreslonych funkcjonatéw na rozma-
itosciach Hilberta, przy ktorych kompleks Morse’a jest dobrze zdefiniowany. Zapo-
wiedziana druga cze$¢ pracy, majaca miedzy innymi zawiera¢ aspekty zwiazane z
transwersalnoscig i funktorialnoscia, nigdy nie powstata w wersji do druku. Praca
[H2] stanowi pierwszy konkretny przyktad, do ktérego zastosowano abstrakcyjna
teorie z [AMO5]. Co wiecej, teoria zostala uzupelniona zaréwno o twierdzenie o
generycznej transwersalnosci ([H2, Tw.5.5]) jak i twierdzenia dotyczace funkto-
rialnosci ([H2, Tw. 7.1 1 Tw. 7.2]).

4.5 Praca [H3]

W pracach [H1] i [H2] pokazaliémy przyklad zastosowania abstrakcyjnej teorii
Morse’a dla funkcjonatéw silnie nieokreslonych na rozmaitosci Hilberta. W pracy
[AMO04] Abbondandolo i Majer przedstawili réwniez uogélnienie kompleksu Mor-
se’a w innym kierunku, to jest dla funkcjonaldow na przestrzeniach Banacha. W
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[H3] podajemy pierwsze zastosowanie podejécia do kompleksu Morse’a w prze-
strzeniach Banacha zaproponowanego w [AMO04]. Zastosowanie to dotyczy szaco-
wania krotnosci punktéw krytycznych pewnej klasy funkcjonatow zawierajacych
tzw. funkcjonal 2p-powierzchni. Naturalng dziedzing tego funkcjonatu jest prze-
strzen Banacha X := W,

Niech 2 C R™,2p > n > 2 bedzie ograniczong dziedzina z dostatecznie gtadkim
brzegiem. Rozwazmy funkcjonalt

1
flu) =5 /9(1 4Vl da + /Q C(w) dz,
gdzie G jest funkcja klasy C? spetniajaca warunek wzrostu
|G(O)] < BIt]* + 6

ia€(0,2p), 5,0 > 0. W pracy uzyskujemy nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 5. Niech f: X — R bedzie funkcjonatem jak wyzej i niech wszyst-
kie punkty krytyczne f bedg niezdegenerowane, to znaczy d*f(u) : X — X* jest
mjekcjq dla kazdego punktu krytycznego w. Wowczas homologie Morse’a o wspot-
czynnikach w Zy sq dobrze zdefiniowane i izomorficzne z homologiami singularnymsi
przestrzent X, to jest

Zo gdyk=0

HM,(f,Zo) ~ Hi(X,Zs) =
o(f, Z2) Kl 2) {O gdy k > 0.
W szczegblnosci, otrzymujemy wniosek.

Whniosek 1. Zatézmy, ze f ma dwa niezdegenerowane punkty krytyczne uq,us.
Wowcezas f ma kolejny (mozliwe, ze zdegenerowany) punkt krytyczny ug.

Uwaga 5. Punkty krytyczne funkcjonatu f odpowiadaja stabym rozwiazaniom
pewnych quasi-liniowych eliptycznych réwnan - patrz [CV] i referencje w tej pracy.

Gléwnym problem z jakim musieliSmy sie zmierzy¢, to konstrukcja odpowied-
niego pola wektorowego generujacego potok. Kompleks Morse’a w [AMO04] definio-
wany jest dla pol wektorowych F' spetniajacych warunki

e [ jest zupetne,
e f jest funkcja Lapunowa dla F,

e F' jest Morse’a, to znaczy Jakobian F' w kazdym punkcie krytycznym jest
operatorem hiperbolicznym,
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e para (f, F') spelnia warunek Palais-Smale’a,
e [ jest Morse’a-Smale do rzedu 2.

Naturalnym kandydatem na pole wektorowe, ktore spetnia odpowiednie warunki,
jest pole pseudo-gradientowe. Niestety pole pseudo-gradientowe jest zdefiniowane
poza punktami krytycznymi i cho¢ moze zosta¢ naturalnie przedtuzone przez 0 w
punktach krytycznych uzyskane wowczas pole jest w ogdlnosci jedynie cigglte w
punktach krytycznych - Jakobian nie jest dobrze zdefiniowany. W [CV] Autorki
pokazaty, ze druga pochodna w punkcie krytycznym rozszerza si¢ do ograniczonego
odwzorowania z pewnej przestrzeni Hilberta w siebie. Wykorzystujac ten fakt, uda-
to nam si¢ skonstruowaé¢ gtadkie pole réwniez w otoczeniu punktéw krytycznych,
a co za tym idzie pole spetniajace wszystkie powyzsze warunki.

Uwaga 6. Zalozenia Twierdzenia 5 moga by¢ ostabione. W [H3] chcieliémy jedy-
nie zaprezentowac, ze kompleks Morse’a jest dobrze zdefiniowany w najprostszych
przypadkach. W ramach kontynuacji badan z [H3] powstal wraz z S. Cingolani
preprint [Pub9], w ktérym poszerzamy klase funkcjonaléw z dobrze zdefiniowa-
nym kompleksem Morse’a. Wigzato sie to z szeregiem technicznych komplikacji.
Przy stabszych zalozeniach nie jest na przyktad spetniony warunek Palais-Smale’a,
a jedynie warunek Ceramiego.

Uwaga 7. Interesujacym wydaje si¢ pytanie, czy kompleks Morse’a jest réwniez
dobrze zdefiniowany w przypadku uktadu rownan indukujacego problem silnie nie-
okreslony. W tym przypadku standardowe grupy krytyczne sa trywialne (choé
grupy krytyczne relatywne do podprzestrzeni mogltyby juz da¢ nietrywialne odpo-
wiedzi [KSz], [Sz]).

4.6 Praca [H4|

Praca [H4| zawiera abstrakcyjny lemat (stwierdzenie) dotyczacy istnienia mak-
symalnego ograniczonego zbioru niezmienniczego. W ogolnoéci, sprawdzenie czy
zbidr jest otoczeniem izolujacym moze by¢ nietrywialnym problemem.

Lemat z pracy [H4] jest w kluczowy sposob wykorzystywany w pracach [H5] i [H6].
Niech 1 bedzie potokiem na R™. Oznaczmy przez B(R) C R" kule o §rodku w zerze
i promieniu R.

Definicja 3. Mowimy, ze S jest maksymalnym ograniczonym zbiorem niezmien-
niczym dla potoku 7 jezeli istnieje Ry takie, ze S = inv(B(R),n) dla kazdego
R > Ry.

Przypomnijmy, ze pole wektorowe F': R" — R" jest wlasciwe jezeli przeciwo-
braz zbioru zwartego jest zbiorem zwartym.
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Lemat 1 ([H4]). Niech n bedzie potokiem gradientowym generowanym przez V f.
Jezeli V f jest polem wiasSciwym to istnieje maksymalny ograniczony zbior nie-
2ZMienniczy.

Dowodd powyzszego lematu jest na tyle ogdlny, ze przepisuje sie na:

e przypadek rodziny potokéw ([H4, Prop. 2.4]) - dla rodziny potokéw genero-
wanych przez ciagly rodzine wlasciwych pdl wektorowych { fi}aepo,) istnieje
wspOlne R takie, ze maksymalny zbiér niezmienniczy Sy C B(R) dla kazdego
A € [0,1]. Oznacza to, ze rodzina ta wyznacza kontynuacje wzgledem oto-
czenia izolujacego B(R) W szczegblnosci, indeksy Conleya (lub réwnowaznie
kohomologie Morse’a) dla izolowanych zbioréw niezmienniczych Sy sa takie
same.

e przypadek przestrzeni Hilberta ([H5],[H6])
e przypadek przestrzeni Banach dla pola pseudo-gradientowego ([Pub6])

Lemat ten ma réwniez pewne ciekawe konsekwencje niezalezne od zastosowan z
[H5] i [H6]. W [Pal, A. Parusinski odpowiedzial twierdzaco na pytanie czy dwa pola
gradientowe na kuli B C R™ majace ten sam stopien sa homotopijne poprzez pola
gradientowe. Tym samym homotopie gradientowe nie daja czulszego niezmiennika.
Analogicznie jak na kuli, dwa pola wtasciwe na R" sa homotopijne wtedy i tyl-
ko wtedy gdy maja ten sam stopien. Rozwazmy funkcje f(z,y) = x* + y* i
g(z,y) = —f(z,y). Wtedy Vf i Vg sa wlasciwe i degVf = degVyg = 1, sa
wiec homotopijne w kategorii p6l wtasciwych. Nie sa jednak homotopijne poprzez
homotopie gradientowe. Rzeczywiscie, gdyby byty homotopijne poprzez gradiento-
we pola wtasciwe to indeks Conleya na poczatku i na koricu homotopii dla S = {0}
bytby taki sam. Otrzymujemy wiec na catym R" znaczaco inny wynik od wyniku
otrzymanego przez Parusiniskiego w [Pa].

4.7 Praca [H5]

Niech (M, w) bedzie zamknieta symplektyczng rozmaitoscia i niech H : ST x M —
R bedzie gtadkim Hamiltonianem zaleznym od czasu. Potok hamiltonowski ¢;
zdefiniowany jest poprzez

%(bt = XH(¢t)7
¢0 = Zd>

gdzie zalezne od czasu pole hamiltonowskie Xy spetnia

W(XH, ) = —dH.
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Dyfeomorfizm ¢ : M — M nazywamy dyfeomorfizmem hamiltonowskim, jezeli ist-
nieje Hamiltonian H : S* x M — M taki, ze ¢ = ¢,. W szczegélnoéei, punkty stale
dyfeomorfizmu hamiltonowskiego odpowiadaja orbitom 1-okresowym potoku ha-
miltonowskiego. Jedli dyfeomorfizm hamiltonowski jest C''-bliski indentycznodci to
punkty state odpowiadajg punktom krytycznym pewnej funkcji f : M — R. Aby
to zobaczy¢ zauwazmy, ze otoczenie przekatnej A w M x M jest dyfeomorficzne z
otoczeniem przekroju zerowego Oy, ~ M w T* M. Stad dyfeomorfizmowi ¢ mozna
przyporzadkowaé przekréj wiagzki kostycznej, to jest 1-forme A,. Mozna pokazac,
ze forma A4 jest doktadna (co wiecej C'-bliski identycznosei dyffeomorfizm jest
hamiltonowski wtedy i tylko wtedy gdy A4 jest doktadna). Punkty state ¢ odpo-
wiadajg zerom 1-formy Ay = df, a wigc punktom krytycznym funkcji f: M — R.
Otrzymujemy wiec fakt méwigcy, ze dla C1-bliskich identycznoéci dyfeomorfizméw
hamiltonowskich liczba punktow statych jest nie mniejsza niz minimalna liczba
punktow krytycznych funkeji na M,

#Fix(¢) > crit(M) := min{#crit(f) : f: M — R} (1)

Warto zaznaczy¢, ze prawa strona nieréwnosci, to znaczy liczba crit(M) nie
jest w og6lnosci znana. Wciaz otwarte jest pytanie czy crit(M) jest niezmiennikiem
homotopijnym, to jest czy jezeli rozmaitosci M i N sa homotopijnie réwnowazne to
z tego wynika, ze crit(M) = crit(N) ([KR]). Znane sa jednak pewne ograniczenia.
W szczegdlnosei, crit(M) jest ograniczona z goéry przez dim M + 1 ([T]). Liczba
crit(M) jest nie mniejsza od kategorii Lusternika-Schnirelmanna catM. Kategoria
jest z kolei wieksza od dtugosci kohomologicznej CL(M). Z tego powodu zdarza
sie, ze hipoteza Arnolda formutowana jest w wersji

#Fix(¢) > CL(M) + 1.

Uwaga 8. Dla 2n-wymiarowego torusa zachodzi 2n+1 = CL(M)+1 < crit(T*™) <
dim 7%" + 1 = 2n + 1 wiec crit(T?") = 2n + 1. Tak samo dla zespolonej przestrzeni
rzutowej crit(CP™) jest znany. Rzeczywiscie, CL(CP™) + 1 = n + 1 i latwo jest
wskazaé funkcje na CP", ktéra ma doktadnie n + 1 punktow krytycznych.

Hipoteza Arnolda moéwi, ze powyzsza nieréwnos¢ (1) zachodzi dla wszystkich
dyffeomorfizméw hamiltonowskich, a nie tylko dla tych, ktére sa Cl-bliskie iden-
tycznodci.

Uwaga 9. Poczawszy od prac Floera olbrzymia popularnos$é¢ zyskata inna wersja
hipotezy, mianowicie tak zwana homologiczna hipoteza Arnolda. Minimalna licz-
ba punktéw krytycznych funkcji Morse’a na M jest nie mniejsza niz suma liczb
Bettiego. Homologiczna hipoteza Arnolda mowi, ze w przypadku gdy wszystkie
punkty staty dyffeomorfizmu hamiltonowskigo ¢ sa niezdegenerowane to zachodzi

#Fia(9) > Y B,
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gdzie (3; sa liczbami Bettiego.

Oryginalne pytanie Arnolda nazywane czasem zdegenerowang hipoteza Arnol-
da pozostaje wigz otwarte nawet dla takich rozmaitosci jak CP"™ x T?™. Hipoteza
dla CP" zostata udowodniona przez G. Fortune ([Fo]), a dla T?™ przez Ch. Con-
leya E. Zehndera ([CZ]). W pracy [H5] podajemy nowy dowdd hipotezy Arnolda
na CP". Nasz dowdd opiera sie na relatywnej dtugosci kohomologicznej indeksu
Conleya. W przypadku gdy mamy juz dowody zaréwno na CP™ jak i na torusie
T w ktérych korzystalismy z tego samego narzedzia - indeksu Conleya - mozna
probowac je unifikowaé, aby powiedzie¢ co$ o punktach stalych na iloczynie kar-
tezjanskim. Udalo sie tego dokonaé w pracy [H6].

Hamiltonian Hy : S' x CP®™ — R podniesimy do funkcji H; : S' x S?7*l a
nastepnie rozszerzamy kwadratowo do H : St x R?"+2 — R2n+2

H(t,z) = |z|2H(t, ).
|z

Takie rozszerzenie powoduje, ze rozwigzania réwnan Hamiltona dla H na R2?**2
maja stala norme i (nietrywialne rozwigzania) rzutuja sie na rozwiazania réwnan
Hamiltona dla Hy na CP"™. Moze sie jednak zdarzy¢, ze na R?"™2 nie ma rozwigzan
I-periodycznych. Rzeczywiscie, jezeli wezmiemy Hy(t,z) = ¢ to trajektorie na
R2"*+2 heda sie poruszaly po wtéknach rozwléknienia Hopfa. Wowcezas rozwigzania
na R?*2 mimo, ze rzutuja sie na rozwigzania stale, beda 1-periodyczne wtedy
i tylko wtedy gdy ¢ € 7Z. Jednym ze sposobéw, aby zobaczy¢ trajektorie, ktore
nie sg 1-periodyczne na R*"*2_ ale rzutuja si¢ na trajektorie 1-periodyczne na CP"
jest obciecie funkcjonatu dzialania do sfery w L?. Okazuje sie, ze punkty krytyczne
Aylg: H2(SY,R>2) 5 § — R, gdzie S = {x € H2|||z||,» = 1} daja rozwiazania
1-periodyczne na CP™ ([Fol).

W [H5] proponujemy inny sposéb na znalezienie wszystkich orbit, ktére rzutuja sie
na orbity periodyczne na CP". Rozwazmy rodzine Hamiltonianéw H : R x S! x
R2"+*2 — R dang wzorem

H(\t,x) = H(t,z) + r|z|*.

Zauwazmy, ze x = 0 jest rozwigzaniem dla kazdego A. Co wiecej, jezeli x jest roz-
wiazaniem to ¢ - x réwniez jest rozwiazaniem dla kazdego ¢ € C (mnozenie przy
identyfikacji R*"*2 ~ C"™!). Mozemy wiec traktowa¢ A jako parametr bifurkacji
i badaé¢ bifurkacje z trywialnej galtezi rozwiazan. Pytanie o istnienie (n + 1) pe-
riodycznych rozwigzan na CP" jest rownowazne istnieniu (n + 1) gatezi bifurkacji
na odcinku (A, A\g + 1). Takie spojrzenie na problem pozwolito na zastosowanie
metod teorii bifurkacji, w szczegélnosci, na skorzystanie z relatywnej dtugosci ko-
homologicznej z pracy ”The Conley index, cup-length and bifurcation” ([DzGU)).
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Uwaga 10. Zauwazmy, ze uzyskany problem bifurkacyjny jest dosy¢ nietypowy.
Wigkszos$¢ standardowych metod do wykrywania bifurkacji korzysta z postaci li-
nearyzacji pola wzdtuz gatezi trywialnych rozwiazan. W naszym przypadku pole
nie jest w ogélnosci rézniczkowalne w x = 0. Hamiltonian H jest jednorodny rze-
du dwa, czyli pole VH jest jednorodne rzedu jeden i jest rézniczkowalne wtedy i
tylko wtedy gdy H jest formg kwadratowg na R*"*2. W pracy [DzGU] Autorzy
rowniez badaja linearyzacje w 0. Nie mogliémy wiec wprost zastosowaé twierdzen
z [DzGU], a jedynie dostosowaé¢ odpowiednie dowody do naszej sytuacji.

4.8 Praca [H6]

Hipoteza Arnolda dla dyfeomorfizméw hamiltonowskich na 72" x CP™ jest wcigz
otwarta. W 1990 roku Y.-G. Oh udowodnit ([O]), ze dowolny dyfeomorfizm ha-
miltonowski na 72" x CP™ ma co najmniej m + 1 punktéw stalych. Wynik ten
jest daleki od tego, co méwi hipoteza Arnolda, czyli od ograniczenia dolnego przez
2n +m+ 1. W pracy [H6] pokazujemy, ze, przy pewnych zalozeniach na Hamilto-
nian, ograniczenie, ktore zaproponowal Arnold jest prawdziwe.

Twierdzenie 6 ([H6)). Niech H bedzie Hamiltonianem na (T?" x CP™, wyq®Pwrs)

spelniajacym max{2 | H||,||VepmH|| } < & i niech ¢ bedzie dyfeomorfizmem

hamiltonowskim indukowanym przez H. Woéwczas
Fiz(¢) > 2n +m + 1.

Uwaga 11. Przypomnijmy, ze dowdd hipotezy Arnolda w przypadku dyfeomor-
fizméw hamiltonowskich, ktére sa Cl-blisko identycznodci jest ”elementarny”. W
powyzszym twierdzeniu wymagamy jedynie, by H bylo mate w normie C!, co
implikuje, ze odpowiedni dyfeomorfizm jest C°-blisko identycznogci.

Idea dowodu powyzszego twierdzenia bazuje na technikach z pracy [H5]. Po-
przez odpowiednie podniesienie Hamiltonianu i rozszerzenie kwadratowo otrzy-
mujemy sprowadzamy problem do problemu szukania rozwigzan na R?® x R?"+2,
Analogicznie jak w [H5] wprowadzamy dodatkowy parametr A i szukamy punktéw
krytycznych funkcjonatu Ay : Hz(SY, R2") x H2(S!, R2™2) x R — R. Aby nie-
trywialne punkty krytyczne (x1,y1, A1) 1 (29,2, A2) dawaly geometrycznie rézne
orbity periodyczne wystarczy, aby A\; — Ay ¢ Z, czyli w szczegblnosci wystarczy
szuka¢ punktow krytycznych w X := Hz (S, R2") x Hz (S, R2™2) x (Ao, Ao + 1)
dla pewnego \g. W odréznieniu od [H5] nie mozemy juz dla dowolnego Hamilto-
nianu zalozy¢, ze zbior niezmienniczy inv X potoku gradientowego jest zawarty we
wnetrzu X, czyli, ze po obcigciu do dostatecznie duzej kuli w H 2 otrzymujemy
otoczenie izolujace.
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W [H6] pokazujemy, ze przy zalozeniach na Hamiltonian z Twierdzenia 6, dla do-
statecznie duzego R zbior Q = Br(H3z(S',R?") x H3 (S, R>*+2)) x (—1, 1) jest
otoczeniem izolujacym. Co wiecej, jezeli H spetnia zatozenia z Twierdzenia 6 to sH
dla s € [0, 1] réwniez spelnia te zalozenia. Oznacza to, ze rodzina sH, s € [0, 1] wy-
znacza kontynuacje potokéw gradientowych odpowiadajacych funkcjonatom A,y
i w rezultacie, aby policzy¢ indeks Conleya i jego relatywny cup-length dla Ag
wystarczy policzy¢ te niezmienniki dla Ag,. W przypadku Hamiltonianu zerowe-
go otrzymujemy potok produktowy i mozna wprost wyznaczy¢ relatywny indeks

Conleya (ktory w tym wypadku wynosi 2n +m + 1).

5 Omoéwienie pozostalych osiggnieé¢ naukowo -
badawczych

5.1 Publikacje przed doktoratem

[Drl] M. Starostka, Seiberg- Witten invariants, the topological degree and
wall crossing formula, Central European Journal of Mathematics
10, 2129-2137 (2012)

[Dr2] M. Starostka, Morse cohomology in a Hilbert space via the Conley
indez, Journal of Fixed Point Theory and Applications, Volume 17,
425-438, (2015)

[Dr3] M. Starostka, A remark on singular sets of vector bundle morphi-
sms, European Journal of Mathematics 1, 154-159, (2015)

5.2 Publikacje po doktoracie, ktore nie wchodzg w sklad
gléwnego osiggniecia habilitacji

[Publ] M. Izydorek, T.O. Rot, M. Starostka, M.Styborski, R.C.A.M Van-
dervorst, Homotopy invariance of the Conley index and local Morse
homology in Hilbert spaces, Journal of Differential Equations 2017,

[Pub2] M. Starostka, N. Waterstraat, The FE-cohomological Conley Indez,
Cup-Lengths and the Arnold Conjecture on T*", Advanced Nonli-
near Studies 2019
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[Pub3] J. Ciesielski, J. Maksymiuk, M. Starostka, On a generalization of a
theorem of S. Bernstein, Fixed Point Theory and Applications 2019

[Pub4] M. Starostka, N. Waterstraat, On a comparison principle and the
uniqueness of spectral flow, Mathematische Nachrichten 2022

[Pubb] M. Izydorek, J. Janczewska, M. Starostka, N. Waterstraat, The Fqu-
wariant Spectral Flow and Bifurcation for Functionals with Symme-
tries — Part I, arXiv:2306.0117 preprint

[Pub6] M. Starostka, N. Waterstaat, Lecture notes on the relative cup-
length for the Conley index and the Arnold conjecture, Lecture No-
tes in Nonlinear Analysis, CBN, to be published

[Pub7] T.0. Rot, M. Starostka, N. Waterstraat, The relative cup-
length in local Morse cohomology. Topological Methods in Non-
linear Analysis. Online. 21 September 2024. pp. 1 - 15. DOI
10.12775/TMNA.2024.002.

[Pubg] J. Janczewska, M. Starostka, N. Waterstraat, Local and Global Bi-
furcation for Periodic Solutions of Hamiltonian Systems via Com-
parison Theory for the Spectral Flow, to be published in Topological
Methods in Nonlinear Analysis

[Pub9] L. Asselle, S. Cingolani, M. Starostka, Morse homology for a class
of elliptic partial differential equations, arXiv:2504.19721 preprint

[Pub10] M. Izydorek, J. Janczewska, M. Starostka, N. Waterstraat, On the
Uniqueness of the G-equivariant Spectral Flow, preprint

5.3 Omoéwienie pozostalych wynikow

Wérod moich wspotautorow najczesciej pojawiaja sie: Prof. Nils Waterstraat i
j.Prof. Luca Asselle. Z Nilsem Waterstraatem rozpoczatem wspotprace jeszcze
przed doktoratem (praca [Drl], 2015). W okresie 10.2021-9.2023 pracowalen na
Uniwersytecie w Halle realizujac wraz z Nilsem Waterstratem projekt dotyczacy
niezmienniczego potoku spektralnego (finansowany przez DFG). Wéwczas nasza
wspblpraca si¢ zintensyfikowata (prace [Pub4],[Pub5],[Pub6],[Pub7],[Pub9}), z cze-
go prace [Pubd4],[Pubb],[Pub7],[Pub9] dotycza teorii potoku spektralnego i nie sa
zwigzane tematycznie ze wskazanym osiggnieciem habilitacyjnym.

Wspolpraca z Lucg Asselle rozpoczeta sie podczas mojego dwuletniego stazu po-
doktorskiego (4.2018-3.2020) na Uniwersytecie w Bochum, gdy razem pracowa-
lisSmy w projekcie "Morse theoretical methods in Hamiltonian dynamics” (staz
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finansowany przez DFG). Wyniki tej wspoélpracy przedstawiam w osiagnieciu ha-
bilitacyjnym (wyjatek stanowi napisana samodzielnie praca [H4]). Wraz z Luca
Asselle otrzymalismy finansowanie od NCN i DFG na nastepny projekt (rozwinie-
cie badan przedstawionych w osiagnieciu habilitacyjnym) i nasza wspolpraca jest
kontynuowana ([Pub8]).

Ponizej zamieszczam krétki opis prac [Publ]-[Pub9].

5.3.1 M. Izydorek, T.O. Rot, M. Starostka, M.Styborski, R.C.A.M
Vandervorst, Homotopy invariance of the Conley index and lo-
cal Morse homology in Hilbert spaces, Journal of Differential
Equations 2017,

Niech f bedzie takim funkcjonalem na o$rodkowej przestrzeni Hilberta, ze jego
gradient jest postaci L + K, gdzie L jest Fredholma, a K jest zwarty. W pracy
dowodzimy, ze E-kohomologiczny indeks Conleya jest izomorficzny z kohomologia-
mi Morse’a. Jest to uogélnienie znanego wyniku (D. Salamon, [Sa]) na przypadek
przestrzeni Hilberta.

5.3.2 M. Starostka, N. Waterstraat, The E-cohomological Conley In-
dex, Cup-Lengths and the Arnold Conjecture on T%", Advanced
Nonlinear Studies 2019

W pracy uogélniamy pojecie relatywnego cup-lengthu z klasycznego indeksu Con-
leya (|[DzGU]) na E-kohomologiczny indeks Conleya. Nastepnie jako zastosowanie
podajemy nowy dowod hipotezy Arnolda na 2n-wymiarowym torusie.

5.3.3 J. Ciesielski, J. Maksymiuk, M. Starostka, On a generalization
of a theorem of S. Bernstein, Fixed Point Theory and Applica-
tions 2019

Korzystajac z homotopijnej niezmienniczosci stopnia Leray-Schaudera pokazujemy
istnienie rozwigzania réwnania

iCID’(u) = f(t,u,w), te]l0,1],

dt
przy pewnych standardowych zatozeniach na ®" i f (warunki wzrostu) i przy zato-
zeniu, ze u spetnia warunki brzegowe Dirichleta lub Sturma-Liouville’a. W szcze-
gblnosci dla odpowiedniego ® lewa strona rownania moze by¢ p-laplasjanem. Jest
to pierwsza moja praca, w ktorej pojawia sie p-laplasjan (p6Zniej pojawia sie w
pracach [H3] i [Pub§]).
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5.3.4 M. Starostka, N. Waterstraat On a comparison principle and the
uniqueness of spectral flow, Mathematische Nachrichten 2022

Zasada poréwnywania dla dwoch drég Ty, S, samosprzezonych operatoréw Fre-
dholma méwi, ze jezeli Ty > Sy (tzn. Ty — Sp jest nieujemnie okreslony) i 77 < .S;
to

sf(Ty) < sf(Sx),

gdzie sf oznacza potok spektralny, czyli zmiang spektrum z ujemnego na dodatnie
liczone ze znakiem. Badania nad potokiem spektralnym maja swoje poczatki w
pracach M.F Atiyaha, V.K. Patodiego i [.M. Singera w latach siedemdziesigtych
([APS]). Sama zasada poréwnywania ta byla udowodniona przez J. Pejsachowicza
i N. Waterstraata w 2013 roku ([PW]).

W pracy podany zostat krétki dowod zasady poréwnywania w przypadku drog,
dla ktorych jedna z drég rozni sie od drugiej o zwarte zaburzenie. Jako zastosowa-
nie pokazujemy istnienie nietrywialnych rozwigzan dla uktadéw hamiltonowskich.
Co wigcej, podajemy charakteryzacje potoku spektralnego, ktora nie wymaga, aby
odwzorowania na koncach drogi byty odwracalne. Zatozenie to byto istotne w cha-
rakteryzacji aksjomatycznej zaproponowanej wezesniej przez E. Cirize, P. M. Fitz-
patricka i J. Pejsachowicza.

5.3.5 M. Izydorek, J. Janczewska, M. Starostka, N. Waterstraat, The
Equivariant Spectral Flow and Bifurcation for Functionals with
Symmetries — Part I, preprint

W pracy badamy bifurkacje punktéw krytycznych dla rodziny funkjonatéw nie-
zmienniczych ze wzgledu na ortogonalne dziatanie zwartej grupy Liego. W szcze-
gblnosci pokazujemy, ze nietrywialno$é¢ wspoétzmienniczego potoku spektralnego
(zdefiniowanego w [[JW]) indukuje istnienie punktu bifurkacji. Jako zastosowanie
podajemy szereg przyktadow, w ktérych zwykty potok spektralny jest rowny zero
i przez to nie gwarantuje istnienia punktow bifurkacji, ale wspoétzmienniczy potok
spektralny jest nietrywialny.

5.3.6 M. Starostka, N. Waterstaat, Lecture notes on the relative cup-
length for the Conley index and the Arnold conjecture, Lecture
Notes in Nonlinear Analysis, CBN, to be published

Sa to notatki z serii pieciu wyktadow, ktore wyglositem podczas Zimowej Szkoty
”Geometric and Topological Methods in Dynamics of PDEs” w lutym 2023 roku
na Uniwersytecie im. Mikotaja Kopernika w Toruniu. W notatkach przedstawione
sg rownolegle teoria Morse’a jak i teoria indeksu Conleya w stopniu, ktory pozawa-
la zrozumieé¢ dowdd hipotezy Arnolda na torusie 7% jak i na przestrzeni rzutowej
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CpPm.

Notatki zawierajg rowniez dowody i uwagi, ktore nie byty wezeéniej opublikowane.
W szczegdlnosci dowody faktow, ze relatywny cup-length zaréwno dla kohomolo-
gii Morse’a jak i dla indeksu Conleya szacuja z dotu ilos¢ punktéw krytycznych
sg nowe. Dowody te sa inne od tych przedstawionych oryginalnie odpowiednio w
[Pub7] i [DzGU] i sa zunifikowane, to znaczy podana argumentacja dziata zaréwno
dla kohomologii Morse’a jak i indeksu Conleya. Dodatkowo, dowdd istnienia mak-
symalnego ograniczonego zbioru niezmienniczego pojawia sie w wiekszej ogdlnosci
niz w [H4], to jest dla potoku generowanych przez pseudogradient w przestrzeni
Banacha.

5.3.7 T.O. Rot, M. Starostka, N. Waterstraat, The relative cup-length
in local Morse cohomology. Topological Methods in Nonlinear
Analysis. Online. 21 September 2024. pp. 1 - 15.

Dla funkcji Morse’a-Smale’a f : CP™ — R zdefiniujmy g : CP"™ x R — R wzorem
g(z,y) = f(x) — y?. Woéwcezas g jest réwniez funkcja Morse’a-Smale’a. Jezeli x
jest punktem krytycznym funkcji f o indeksie Morse’a m to (x,0) jest punktem
krytycznym g o indeksie m — 1. Z tego powodu kohomologie Morse’a H},,,...(g) ~
Hik (f) = HY(CP™). W szczegdlnoéci H,,,..(g) jest niezerowe tylko dla nie-
parzystych k i w konsekwencji odwzorowanie H%, . (g)x H,,...(9) — H*(g) jest
trywialne. Z tego powodu cup-length dla kohomologii Morse’a nie daje optymal-
nego ograniczenia na ilo$¢ punktow krytycznych. W pracy definiujemy relatywny
cup-length dla kohomologii Morse’a w ten sposob, ze relatywny cup-length zarow-
no dla kohomologii Morse’a Hj;,..o(f) 1 Hiorse(g) jest taki sam i réwny n + 1.
Nastepnie dowodzimy twierdzenie, ze relatywny cup-length daje dolne ogranicze-
nie na ilo$¢ punktéw krytycznych w przypadku zdegenerowanym. Dowdd podany
w pracy jest oparty na metodach stosowanych w teorii Floer’a ([AH]) co daje na-
dzieje, ze mozna przenies¢ wynik réwniez na przypadek nieskonczenie wymiarowy,
w ktorym indeks Coneleya nie jest dobrze zdefiniowany.

5.3.8 J. Janczewska, M. Starostka, N. Waterstraat, Local and Global
Bifurcation for Periodic Solutions of Hamiltonian Systems via
Comparison Theory for the Spectral Flow, preprint

Korzystajac z zasady poréwnywania ([Pub4]) dowodzimy istnienie punktu global-
nej bifukracji dla uktadéw hamiltonowskich. Sama nietrywialno$¢ potoku gwaran-
tuje istnienie jedynie lokalnej bifurkacji. W [FP], P. M. Fitzpatrick i J. Pejsachowicz
zdefiniowali parzystosé¢ dla drég odwzorowan Fredholma indeksu zero. W pracy po-
kazujemy zwiazek miedzy potokiem spektralnym a parzystoscia (nieparzysty po-
tok spektralny daje nietrywialna parzystosé). Jest to obserwacja, ktéra jest znana
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ekspertom, ale zgodnie z naszg wiedzg, nie byta nigdzie wcze$niej opublikowana.
W pracy podajemy przyktad jak z zasady poréwnywania mozna wywnioskowaé
nieparzystos¢ potoku spektralnego, a co za tym idzie nietrywialno$¢ parzystosci.
Nietrywialno$é¢ parzystosci indukuje natomiast istnienie punktu globalnej bifurka-
cji.

5.3.9 L. Asselle, S. Cingolani, M. Starostka, Morse homology for a
class of elliptic partial differential equations, preprint

Praca stanowi kontynuacje rozwazan rozpoczetych w pracy [H3|. Znaczaco rozsze-
rzamy klase funkcjonatéw, dla ktérych kompleks Morse’a jest dobrze zdefiniowany.
W szczegodlnosci nie zaktadamy warunku Ambrosettiegl-Rabinowitza co powoduje,
ze funkcjonat nie spetnia w ogdlnosci warunku Palais-Smale’a a jedynie stabszy
warunek Ceramiego. Jest to pierwsze zastosowanie kompleksu Morse’a do takich
funkcjonatow.

5.4 Granty

e Morse theoretical methods in Analysis, Dynamics, and Geometry, 2024-, WE-
AVE UNISONO, NCN i DFG (agencja wiodaca),

rola: kierownik i gtéwny wykonawca

e The equivariant spectral flow and bifurcation for indefinite functionals with
symmetries, 2021-2023, Deutsche Forschungsgemeinschaft,
rola: wspotwykonawca, Post-Dok

e Morse theoretical methods in Hamiltonian dynamics, 04.2018-03.2020, NCN
i DFG,
rola: wspotwykonawca, Post-Dok

e Infinite dimensional Conley index and its applications to Hamiltonian sys-
tems and Seiberg- Witten equations, 2016-2018; Preludium, NCN,
rola: kierownik i gtéwny wykonawca

e Morse theoretical methods in Hamiltonian dynamics, 2016-2018, Projektbe-

zogener Personenaustausch, DAAD and MNiSW; rola: wspotwykonawca

5.5 Wybrane proszone odczyty

e 17.12.2024 - Conley index and its relative cup-length, Geometry Seminar,
Research Station Geometry 4+ Dynamics, Heidelberg
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5.7

13-15.02.2023 - Applications of Conley index theory, seria 5 wyktadow, Schau-
der Winter School on Geometric and Topological Methods in Dynamics of
PDEs, Torun, Poland

24.4.2018 - A one-dimensional toy model for Seiberg- Witten theory, Oberse-
minar dynamical systems, Bochum

8.02.2018 - E-cohomological Conley index, Topology Seminar, Princeton
University

4.12.2013 - Floer theory in a Hilbert space via the Conley Index, Geometrie-
Topologie Seminar - Bielefel

5.6 Wybrane odczyty na konferencjach

25.06.2024 - Morse homology for class of functionals involving 2p-area func-
tional, XIII Forum of Partial Differential Equations, Bedlewo Conference
Center

2.06.2023 - Arnold conjecture on CP™ as a bifurcation problem, The 13th
AIMS Conference on Dynamical Systems, Differential Equations and Appli-
cations, Wilmington NC, USA

17.09.2020 - A new analytical setting for Hamiltonian systems on cotangent
bundle, DMV Annual Meeting 2020, minisymposium, Chemnitz

6.09.2019 - Homotopy classes of gradient proper maps, Jubilee Congress for
the 100th anniversary of the Polish Mathematical Society, Krakdw

17.09.2018 - The existence of a maximal bounded invariant set, Joint me-
eting of the Italian Mathematical Union, the Italian Society of Industrial
and Applied Mathematics and the Polish Mathematical Society, Wroctaw

Kroétkie pobyty naukowe

15.01-15.02.2015 - Visiting scholar at Massachusetts Institute of Tech-
nology, Cambridge, wspbétorganizacja miesiecznego kursu ”Seiberg-Witten
theory and Conley index”, na zaproszenie prof. Tomasza Mrowki
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5.8 Nagrody i wyrdzenienia

e Pierwsze wyréznienie w konkursie im. Juliusza Schaudera dla mto-
dych matematykéw (2020)

Nagroda Rektora PG za osiggniecia naukowe

Zespolowa Nagroda Rektora PG za osiagniecia organizacyjne

Stypendium Prezesa Rady Ministréw

Dwukrotny tytut Finalisty Olimpiady Matematycznej

5.9 Inna dzialalnosé¢ akademicka

e Recenzje do czasopism:

— Journal of Dynamics and Differential Equations (wielokrotnie),
— Topological Methods in Nonlinear Analysis (wielokrotnie),

— Journal Journal of Applied and Computational Topology.
e Czlonek Rady Dyscypliny w kadencji 2024-2027

e Opieka nad dwoma pracami magisterskimi, opieka nad pracami licencjackimi
(wielokrotnie), recenzje prac licencjackich i magisterskich (15+)

e Dydaktyka

— wyktady:
% analiza funkcjonalna 2,
* topologia,
* teoria miary;
— ¢wiczenia:
% analiza matematyczna,
* algebra liniowa,
x algebra,
% analiza rzeczywista i zespolona,
x topologia,
* teoria miary,
x analiza funkcjonalna,

* formy rézniczkowe,
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* przestrzenie Sobolewa
Cztonek Polskiego Towarzystwa Matematycznego (PTM) od 2016 roku

Prezes Naukowego Kota Matematyki Studentéow Politechniki Gdanskiej w

latach 2009-2010

Cztonek komitetu okregowego Olimpiady Matematycznej w latach 2014-2017

Czlonek komitetu okregowego Olimpiady Matematycznej Juniorow w latach

2014-2018
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